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Od Redakcji 
 
Na zawartość niniejszego numeru  naszego czasopisma złożyły się 
głównie prace, które wcześniej były prezentowane na konferencji 
naukowej zorganizowanej przez Polskie Towarzystwo Statystyczne 
Oddział we Wrocławiu. Do publikacji przyjęto te referaty, które 
zostały pozytywnie zaopiniowane przez dwóch anonimowych 
recenzentów. Część spośród wszystkich  nadesłanych prac jest jeszcze 
przez autorów poprawiana, zgodnie z sugestiami recenzentów. Mamy 
nadzieję, że również te prace będą opublikowane w kolejnym 
numerze.  

Jesteśmy wdzięczni wszystkim recenzentom, gdyż dzięki ich 
życzliwej i rzetelnej pracy nasze czasopismo staje się źródłem 
wysokiej jakości szeroko rozumianej wiedzy statystycznej. Dzięki zaś 
sumiennej i z niezwykłą życzliwością wykonywanej pracy przez 
zespół  redakcyjny naszego Wydawnictwa uczelnianego wiedza ta 
prezentowana jest w postaci przyjaznej czytelnikowi. 
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Summary: Survival analysis can be defined as a set of methods where the response of 
interest is the time until a specified event occurred. The most common specified event is 
death and the related time is called survival time or life time in medical sciences. The 
Kaplan Meier estimator is one of the popular methods for precise survival times. It is 
natural that life time is of a continuous nature, therefore it is unrealistic to treat life time 
observations as precise numbers. In [Viertl 2009] it is shown that life time observations 
are not precise numbers, but more or less fuzzy. In this study a Generalized Kaplan Meier 
estimator for fuzzy survival time observations is proposed. 

Keywords: characterizing function, fuzzy numbers, Kaplan Meier estimator, non-precise 
data, survival time. 

1. Introduction 

Statistical modeling for life time data started in the 20th century, and is 
now known as reliability analysis or survival analysis. Reliability 
analysis is mainly concerned with the models of life time data ob-
tained from components and systems in engineering sciences, and 
survival analysis models are mainly concerned with life time data ob-
tained in biological or life sciences.  

Life time, survival time, failure time or event time can simply be 
defined as the waiting time till a specified event occurs. The event 
may be death in life science, failure in engineering sciences, divorce 
in sociology, change of residence in demography, and so on. 

Survival analysis techniques are mainly concerned with predicting 
the probability of response, probability of survival, mean life time, 
and comparing survival functions [Deshpande and Purhit 2005].  
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2. Survival Function 
The survival function is conventionally denoted by 𝑆(·), which is de-
fined as: 

𝑆(𝑡) = 𝑃𝑟(𝑇 > 𝑡)   ∀ 𝑡 ≥ 0. 

Where t is some specified time, T is the stochastic quantity de-
scribing time of death, and “𝑃𝑟” stands for probability. This function 
gives the probability that the unit will survive time t or we can say that 
the event will occur after time t.  

For the survival function it is usually assumed that 𝑆(0) = 1, and 
lim𝑡 → ∞ 𝑆(𝑡) = 0 [Lee and Wang 2003]. 

3. Kaplan Meier Estimator 
Let 0 ≤  𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ 𝑡3 ≤…≤ 𝑡𝑛 be n precise life times from a given 
population, and ni be the number of observations “at risk” at time ti, 
and  di  the  number  of  deaths  at  time ti. If di  denotes  the  number of 

Table 1. Kaplan Meier Survival probabilities 

Time 𝑑𝑖 𝑛𝑖 1 −  
𝑑𝑖
𝑛𝑖

 𝑆(𝑡) 

  0 0 5 1 1 
10 1 5 0.8 0.8 
20 1 4 0.75 0.6 
30 1 3 0.67 0.402 
40 1 2 0.5 0.201 
50 1 1 0 0 

Source: own elaboration. 
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Figure 1. Kaplan Meier Survival Curve 
Source: own elaboration. 
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Generalized Kaplan Meier Estimator… 9 

deaths at time ti, frequently it is either 0 or 1, but tied survival times 
are possible. In that case di may be greater than 1. The Kaplan Meier 
estimate can be expressed as: 

𝑆(𝑡) =  ∏ �1 −  𝑑𝑖
𝑛𝑖
�𝑡𝑖≤𝑡  ∀ 𝑡 ≥ 0 [Kaplan and Meier 1958]. 

For example, if we have five precise complete life time observa-
tions, i.e. 10, 20, 30, 40, 50, then the Kaplan Meier survival probabili-
ties and survival curve are given in Table 1 and Figure 1 respectively. 

4. Fuzzy Information 

Standard statistical procedures like estimation of parameters and 
testing of hypotheses are based on precise numbers. It looks 
unrealistic to represent continuous real variables in the form of precise 
numbers or vectors because exact measurements of real continuous 
variables are not possible, they are more or less fuzzy. Some books 
and research papers have already been written dealing with fuzzy 
observations like [Klir and Yuan 1995; Lee 2005; Viertl and Hareter 
2006; Huang et al. 2006; Wu 2009]. 

Survival time is a non-negative valued variable, and it is already 
shown in [Viertl 2009] that life time observations are not precise 
numbers but more or less fuzzy. Therefore dealing with time analysis 
instead of classical statistical tools, fuzzy numbers approaches are 
more suitable and realistic.  

For fuzzy life time observations, a Generalized Kaplan Meier es-
timator is proposed in this paper.  

5. Fuzzy Numbers 

Let t* be a fuzzy observation with a so-called characterizing function 
ξ(·), which is a function of one real variable obeying the following:  

1. ξ : ℝ → [0;1]. 
2. For all 𝛿 ∈ (0;1] the so-called 𝛿-cut ∁𝛿(t*) ∶= {𝑡 ∈ ℝ : ξ(t) ≥𝛿} 

is a finite union of compact intervals [𝑎δ,𝑗 ;  𝑏δ,𝑗], i.e ∁𝛿(t*) = 
⋃ [𝑎δ,𝑗 ; 𝑏δ,𝑗]𝑘𝛿
𝑗=1  ≠ 𝜙. 

3. The support of ξ(·) is bounded, i.e. supp[ξ(·)]∶= {𝑡 ∈ ℝ : ξ(𝑡) > 
0} ⊆ [a ; b]. 

The set of all fuzzy numbers is denoted by ℱ(ℝ). 
If all 𝛿-cuts of a fuzzy number are non-empty closed bounded in-

tervals, the corresponding fuzzy number is called a fuzzy interval. 
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6. Fuzzy Vectors 

A n-dimensional fuzzy vector 𝑡∗ is determined by its so-called vector 
characterizing function 𝜁(. , … , . ) which is a real function of n real 
variables 𝑡1 , 𝑡2 , … , 𝑡𝑛 obeying the following three conditions: 

1. 𝜁 :ℝ𝑛 → [0 ; 1]. 
2. For all 𝛿 ∈ (0 ; 1] the so-called 𝛿-cut ∁𝛿�𝑡∗� ∶= {𝑡 ∈ ℝ𝑛 : 

𝜁�𝑡� ≥ 𝛿} is non-empty, bounded, and a finite union of simply con-
nected and closed sets.  

3. The support of 𝜁(. , … , . ) defined by supp [𝜁(. , … , . )] ∶= {𝑡 ∈ ℝ : 
𝜁�𝑡�> 0} is a bounded set. 

The set of all n-dimensional fuzzy vectors is denoted by ℱ(ℝ𝑛).  
Let T be a stochastic quantity with observation space 𝑀𝑇⊆ [0 ; ∞), 

and a sample of size n i.e t1 , t2 , … , tn is considered from it. Each 𝑡𝑖 is 
an element of the observation space and (𝑡1 , 𝑡2 , … , 𝑡𝑛) is an element 
of the so-called sample space 𝑀𝑇

𝑛 which is the Cartesian product of n 
copies of 𝑀𝑇, i.e. 𝑀𝑇

𝑛  ≔ 𝑀𝑇 × 𝑀𝑇 × … × 𝑀𝑇. 
While on the other hand in the case of fuzzy observations, each 

fuzzy observation 𝑡𝑖∗, 𝑖 = 1(1)𝑛 with characterizing function ξi(·) is a 
fuzzy element of 𝑀𝑇 then (𝑡1∗, 𝑡2∗, … , 𝑡𝑛∗) is not a fuzzy element of 𝑀𝑇

𝑛. 
In order to generalize the Kaplan Meier estimator, the aggregation of 
the fuzzy observations into a fuzzy element of the sample space is 
necessary. 

To construct a fuzzy element (fuzzy vector) of the sample space 
𝑀𝑇

𝑛 usually the so-called minimum t-norm is used.  
For the vector-characterizing function of the combined fuzzy sample 

𝑡∗ ≔ (𝑡1 , 𝑡2 , … , 𝑡𝑛)∗ applying the minimum t-norm, i.e. 𝜁(𝑡1 , 𝑡2 , … , 𝑡𝑛) 
= min{ξ1(𝑡1 ), ξ2(𝑡2 ), … , ξn(𝑡𝑛 )} ∀ (𝑡1 , 𝑡2 , … , 𝑡𝑛) ∈  ℝ𝑛, a fuzzy 
element of 𝑀𝑇

𝑛 ⊆ ℝ𝑛 is obtained, whose vector characterizing function 
is 𝜁(. , … , . ). 

Remark: The 𝛿-cuts of the combined fuzzy sample will be ob-
tained as the Cartesian products of the 𝛿-cuts of respective fuzzy ob-
servations, i.e.  

∁𝛿[𝜁(. , … , . )] = ×𝑖=1
𝑛 ∁𝛿[ξi(·)]   ∀ 𝛿 ∈ (0 ; 1] [Viertl 2011]. 

Extension Principle: 
This is the generalization of an arbitrary function 𝑔:𝑀 → 𝑁 for fuzzy 
argument value 𝑎∗ in 𝑀. Let 𝑎∗ be a fuzzy element of 𝑀 with member-
ship function 𝜇:𝑀 → [0 ; 1], then the fuzzy value 𝑦∗ = 𝑔(𝑎∗) is the 
fuzzy element  𝑦∗ in 𝑁 whose membership function 𝜗(·) is defined by  
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𝜗(𝑦): =  �
 𝑠𝑢𝑝{ 𝜇(𝑎) ∶ 𝑎 ∈ 𝑀,𝑔(𝑎) = 𝑦}   if ∃𝑎:𝑔(𝑎) = 𝑦

0 if ∄𝑎:𝑔(𝑎) = 𝑦                                                       
�  ∀ 𝑦 ∈ 𝑁  

[Klir and Yuan 1995]. 

Theorem: For a continuous function 𝑓: ℝ →  ℝ and for a fuzzy 
interval 𝑡∗ the following holds true:  

∁𝛿[𝑓(𝑡∗)] = �min𝑓(𝑡) 𝑡 ∈ ∁𝛿(𝑡∗)  ;  max𝑓(𝑡) 𝑡 ∈ ∁𝛿(𝑡∗) � ∀ 𝛿 ∈ (0 ; 1] 

where min𝑓(𝑡)
 𝑡 ∈ ∁𝛿(𝑡∗)

, 𝑡 ≥ 0 determines the lower end of the 𝛿-cut, and 

max𝑓(𝑡) 𝑡 ∈ ∁𝛿(𝑡∗)  determines the upper end of the 𝛿-cut of the fuzzy 
value 𝑓(𝑡∗) [Viertl 2011]. 

Examples of characterizing functions of fuzzy life times are 
depicted in Figure 2.  
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Figure 2. Fuzzy sample 

Source: own elaboration. 
 
For the generalized Kaplan Meier estimator �̂�∗(𝑡), upper and lo- 

wer 𝛿-level curves are obtained with the help of 𝛿-cuts from the above 
mentioned theorem in the following way:  

∁𝛿(𝑆∗(𝑡)) =  � min𝑆�𝑡� 
 𝑡∈×𝑖=1

𝑛 ∁𝛿� 𝑡𝑖
∗� 

 ;  max𝑆�𝑡�
 𝑡∈×𝑖=1

𝑛 ∁𝛿� 𝑡𝑖
∗� 
�  

with 𝑡 = (𝑡1 , 𝑡2  , … , 𝑡𝑛 ) ∈  [ 0 ;  ∞)𝑛 ∀ 𝛿 ∈  (0 ; 1]. 
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Where min 𝑆�𝑡�
 𝑡∈×𝑖=1

𝑛 ∁𝛿� 𝑡𝑖
∗� 

 is the lower end of the 𝛿-cut which defines the 

lower 𝛿-level curve and max 𝑆�𝑡�
 𝑡∈×𝑖=1

𝑛 ∁𝛿� 𝑡𝑖
∗� 

 is the upper end of the 𝛿-cut 

which defines the upper δ-level curve. 
The above mathematical calculations are made through the follow-

ing algorithm: 
1. The values for 𝛿 are taken from 0 to 1 with an increment  

∆ ∈ (0 ; 1). 
2. For a given value of 𝛿 calculate the δ-cut of the fuzzy combined 

sample 𝑡∗.  
3. Taking minimum and maximum from the 𝛿-cuts to generate hy-

pothetical classical samples. 
4. The Kaplan Meier survival probabilities are calculated and the 

Kaplan Meier survival curves are drawn for fixed 𝛿-level. 
5. Steps 2-4 are performed for each 𝛿 = 0 (∆) 1.  
Example: For the fuzzy life time data given in Figure 2 the lower 

𝛿-level curves and upper 𝛿-level curves of the generalized Kaplan 
Meier estimator are calculated for 𝛿 = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1. They are 
depicted in Figure 3. 

2 
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Figure 3. Generalized Kaplan Meier estimator for the fuzzy sample from Figure 

Source: own elaboration. 
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Generalized Kaplan Meier Estimator… 13 

The generalized estimated survival curve (generalized Kaplan 
Meier estimator) is depicted in Figure 3. 

The functions are the lower and upper 𝛿-level curves defined by 
the considered 𝛿-levels. 

7. Conclusion 

The precise measurement of a continuous variable is impossible. 
Survival time observations are usually assumed as precise numbers. 
However, these observations are of a continuous nature and therefore 
survival time observations are more or less fuzzy. Consequently, 
fuzzy numbers are more suitable and realistic to describe real surviv-
al times. In the given study, the classical Kaplan Meier estimator 
based on precise observations is generalized for fuzzy life time ob-
servations.  
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UOGÓLNIONY ESTYMATOR KAPLANA MEIERA  
DLA ROZMYTEGO CZASU PRZEŻYCIA 

Streszczenie: Analiza przeżycia definiowana jest jako zestaw metod badawczych służą-
cych do określenia czasu zajścia pewnego wyspecyfikowanego zdarzenia (losowego).  
W szczególności zdarzeniem takim jest śmierć człowieka. Do estymacji czasu przeżycia 
stosowana jest metoda Kaplana-Mayera. W 2009 r. Viertl wykazał, że czasu życia nie 
można określić precyzyjnie i zaproponował, by stosować liczby rozmyte. W niniejszym 
artykule zaproponowano uogólniony estymator Kaplana-Mayera wykorzystujący obser-
wacje rozmyte.  

Słowa kluczowe: liczby rozmyte, estymatory Kaplana Meiera, dane nieprecyzyjne, czas 
przeżycia. 
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Streszczenie: Dobrobyt jest jakością i podobnie jak każda jakość ma trzy naturalne stany: 
mało, średnio, dużo. Z dobrobytem jest jak ze szczęściem, czy zdrowiem: żyjąc w dobro-
bycie, zwykle nie zdajemy sobie z tego sprawy. Oczywiście wszyscy chcemy żyć w do-
brobycie. I tak jak pojęcia szczęścia nie precyzujemy, by nie zapeszyć i unikamy afiszo-
wania się nim, tak samo czynimy z dobrobytem. Jest to błogosławiony stan współżycia  
z przyrodą i ludźmi. Dobrobyt trwały jest traktowany jako dobrobyt stabilny. Jest  
on możliwy tylko w społeczeństwie tradycyjnym, w którym każdy wie, co ma robić i robi 
to sumiennie. Dobrobyt wiąże się też z darwinizmem społecznym; populacja jest w do-
brobycie, gdy wzrasta wykładniczo. Równanie Malthusa  

y py′ =  

można traktować jako ścisłą definicję dobrobytu. Dobrobyt to pojęcie holistyczne, tyczące 
się całej społeczności, jest jakością życia, często utożsamianą ze stopą życiową. Na bezlud-
nej wyspie nie ma dobrobytu. Dobrobyt jest związany z wydajnością pracy i oznacza więk-
szą efektywność ekonomii niż potrzeby społeczności. Można również dobrobyt określać 
przez funkcje użyteczności. Średnia użyteczność populacji definiuje dobrobyt społeczny. Z 
każdą funkcją użyteczności związana jest preferencja. Jeśli profil populacji spełnia regułę 
2/3, to wtedy relacja maksymalna jest preferencją; ta właśnie preferencja jest dobrobytem 
społecznym. Stabilność zaś dobrobytu jest opisana za pomocą macierzy przejść Markowa  
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ze stanu: niski byt, byt, dobry byt, kolejno do tychże stanów. Jeśli prawdopodobieństwa 
przejść są takie jak w macierzy M, to w stanie granicznym populacja dzieli się na równe trzy 
części. Zawsze są biedni, ludzie normalni, czyli szczęśliwi, i wreszcie bogaci. Za dobrobyt 
można też uważać stan ekonomii – koszyk dóbr, w którym globalna funkcja użyteczności 
osiąga maksimum. Dobrobyt jest niewątpliwie związany z organizacją pracy i koniunkturą. 
Cały obecny świat żyje w dobrobycie, bowiem bogactwo świata od 2000 roku podwoiło się 
i w 2013 roku mierzy 263 biliony dolarów amerykańskich. Zasoby rosną więc wykładniczo. 
Należy jednak pamiętać o liliach polnych i ich wyglądzie, o ptakach niebieskich i ich trosce 
o byt. Pojęcie dobrobytu jest bardziej natury duchowej niż materialnej. Daremnie późno 
kładziesz się spać i wcześniej wstajesz – swoją troską niewiele wskórasz. Bóg bowiem i we 
śnie obdarza umiłowanego swego.  

Fryderyk Nietzsche uważał życie za jedyną wartość. Byt jest wszystkim dobrem,  
a niebyt jest złem. Jeśli istniejesz, jesteś w dobrobycie. Nie ma dobrobytu bez równowagi 
i pełnego zatrudnienia. Mierzyć dobrobyt można indeksem  
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gdzie n oznacza liczbę firm nowych powstałych w danym roku, a k zlikwidowanych. Im 
ten wskaźnik jest bliższy jedności tym lepiej. Dobrobyt to w żadnym wypadku nie pełnia 
władzy, pieniądza i użycia. Dobrobyt to stan duszy, a nie ciała. Jest funkcją organizacji  
i samoorganizacji, jest odmianą stoicyzmu.  

Słowa kluczowe: dobrobyt, reguła 2/3, funkcja użyteczności, wzrost naturalny, macierz 
Markowa.

. 

Czym jest dobrobyt? Jest wiele różnych – nawet nieporównywalnych 
– definicji tego pojęcia. Definicje te są zwykle opisowe, w związku  
z czym nie wiadomo, jak mierzyć dobrobyt. Geograficzne pojęcie linii 
wiecznego śniegu jest ściśle określonym stanem fizycznym.  
W ekonomii operuje się linią ubóstwa, jednak takiej definicji jak geo-
graficzna nie ma; nie ma, ponieważ nie wiemy czym jest ubóstwo. 
Wydaje się, że ubóstwo jest takim stanem majątkowym, w którym nie 
ma oszczędności, czyli brak jest inwestycji. Pojęcie dobrobytu kono-
tuje się ze stabilnością gdyż nie ma dobrobytu bez poczucia bezpie-
czeństwa. Dobrobyt wiąże się zwykle ze sprawiedliwością  
i równością – tak nauczają socjaliści. Jednak tak naprawdę dobrobyt 
nie ma nic wspólnego z równością. Do pomiaru koncentracji bogac-
twa używa się krzywej Lorenza i współczynnika Giniego. W niniej-
szym eseju zostało zaproponowane zastosowanie reguły 2/3 do defini-
cji bogactwa. Reguła ta wiąże się z naturalnym podziałem każdej po-
pulacji na trzy części równoprawdopodobne: niski, normalny i wysoki 
poziom nasycenia. Dziś przez dobrobyt rozumie się stan wysokiego 
zaspokojenia potrzeb bytowych i kulturalnych ludności. Jest to defini-
cja typu marksistowskiego obowiązująca w czasach przejściowych 
trudności w zaopatrzeniu. Za miernik dobrobytu uważa się wielkość 
dochodu narodowego na mieszkańca. Dobrobyt jest jakąś preferencją i 
tej preferencji chcemy szukać, korzystając z reguły 2/3. Czy linia ubó-
stwa pokrywa się z pierwszą tercjaną rozkładu bogactwa? Populacja 
jest w dobrobycie stabilnym, gdy macierz Markowa przejść ze stanu 
do stanu jest podanym dalej operatorem T.  

Całość to cecha, a więc przymiot. Analogonem mediany niech bę-
dą dwie tercjany – mała i wielka. Są to kwantyle dzielące rozkład na 
wspomniane trzy klasy równoprawdopodobne: lewą o niskim natęże-
niu cechy, środkową o normalnym i prawą o dużym. Oczywiście, dla 
ułatwienia, mówimy tu o rozkładzie ciągłym; z tego właśnie powodu 
w każdej klasie jest 1

3  populacji mierzonej rozkładem. Podziały takie 
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można dalej robić; otrzymuje się wtedy drobniejsze rozbicia, bardziej 
szczegółowe, niemal jednorodne. Ternarny podział jest skutkiem dzia-
łania doboru naturalnego i zasady równowagi. Różnorodność jest 
oznaką oddziaływania wielu czynników.  

Marie-Jean-Antoine Marquis de Condorcet jako pierwszy zajmo-
wał się preferencjami i wyborem społecznym. Twierdził, że celem 
ludzkości jest opanowanie przyrody i maksymalne spełnienie marze-
nia człowieka o powszechnej radości i bezgranicznym szczęściu. Jed-
nocześnie pokazywał, że nie ma jednoznacznie określonej preferencji 
grupowej. Dopiero reguła 2/3 adekwatnie rozwiązuje problem grupo-
wego wyboru.  

Społeczeństwo średniowieczne to trzy stany społeczne; bardzo 
trudna, wręcz prawie niemożliwa, była zmiana pozycji w tej zastygłej 
hierarchicznej strukturze społecznej. Macierz Markowa przejść ze 
stanu do stanu jest tu macierzą jednostkową: trzy jedynki na przekąt-
nej i same zera: w klasie, w której się urodziłeś, pozostaniesz już do 
śmierci.  

„Ubogich zawsze mieć będziecie” – są to słowa Jezusa (Ewangelia 
św. Jana 12.8). Ubóstwo jest sposobem życia. Zwalczanie ubóstwa 
jest działaniem sprzecznym z naturą. Część populacji musi być uboga, 
bo wynika to z uwarunkowań biologicznych Ubóstwo jest postawą 
życiową, zalecaną przez wyznawaną religię lub filozofię, jest sposo-
bem na życie. Znany dowcip z serii pytań do radia Erywań pięknie 
objaśnia naturę bogactwa – „Czy w komunizmie będą środki płatni-
cze? – Doktrynerzy mówią, że nie będą, rewizjoniści, że będą, a my 
prawdziwi marksiści-leniniści odpowiadamy, że u jednych będą, a u 
innych nie będą”. W każdej populacji są zawsze niscy, średni i wyso-
cy; w każdej populacji są szczupli, normalnie zbudowani i otyli. 
Zwalczanie ubóstwa to próba przemiany natury ludzkiej. A może właś- 
nie jakość życia ubogich jest najwyższa? Avaro omnia desunt, sapienti 
nihil – chciwemu wszystkiego brakuje, mądremu niczego. Znaczy to 
tyle: pozbądź się pragnień, a będziesz bogaty i szczęśliwy. Brak pożą-
dań oznacza 100% satysfakcji [Dębek 2014]. Najlepszy jest pierwszy 
łyk piwa, najsmaczniejsze są wstępne kęsy, gdyż wraz ze wzrostem 
ilości użyteczność dóbr maleje.  

Każda jakość ma trzy poziomy intensywności, każdy przymiotnik 
ma trzy stopnie. Tercjany są fundamentalnymi i naturalnymi kwanty-
lami dzielącymi populację na trzy części (rys. 1). Ten podział jest 
podstawą reguły 2/3, która wyklucza średnie częstotliwości. Jeżeli 
częstotliwość decyzji jest ostro większa od 1

3 , to jest również ostro 
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większa od 2
3 . Analogonem kalibracji rozkładu przez tercjany jest 

ternarny podział czasu – ideał, o który walczono latami, a który stał 
się możliwy jedynie w warunkach wysokiej wydajności pracy. Dobę 
dzielimy na trzy równe części: sen – 8 godzin, praca – 8 godzin i 8 
godzin rozrywki (rys. 2). Jest to rewolucja, która uformowała dzisiej-
szy świat. Krótki, ośmiogodzinny dzień pracy jest oznaką powszech-
nego dobrobytu. Podział doby na trzy równe części upamiętniono  
w Melbourne pomnikiem, będącym to jednocześnie monumentem 
dobrobytu, w którym mamy szczęście żyć. Charles Le Corbusier  
i koledzy-urbaniści, podzielili miasto na części odpowiadające podzia-
łowi czasu: dzielnica pracy, dzielnica rozrywki i dzielnica snu. Nie-
szczęściem jednakże okazał się zanik potrzeb duchowych: ludzkość 
zadowala się chlebem i wyścigami. Rys. 2 pokazuje, że czas ma natu-
rę kolistą: czas powraca – bogactwo topnieje. Ostatnie zdanie stresz-
cza teorię inflacji. Inflacja odzwierciedla malejącą stopę zysku, spa-
dek wartości kapitału oraz naturalną skłonność ludzi do bogacenia się 
– dzisiejszy utarg nie może być niższy od wczorajszego, lepszy towar 
chce się sprzedać drożej. Inflacja jest specyficznym dążeniem układu 
rynkowego do równowagi. Ceny zbyt duże nie spadają, a tylko te zbyt 
niskie idą w górę. Wzrost wydajności jest źródłem inflacji, gdyż pro-
wadzi do nadzwyczajnych zysków, które inflacja redukuje. Inflacja 
jest więc naturalnym produktem rozwoju gospodarczego.  

 
 
 
 

Rys. 1. Tercjany – fundamentalne kwantyle 

Źródło: opracowanie własne. 
 
 
 
 

 

Rys. 2. Podział doby – tercjany czasowe  

Źródło: opracowanie własne. 
 

Zbiór małej tercjany to ten fragment populacji, w którym zmienna 
losowa nie przekracza tej właśnie tercjany. Zgodność – równość  
z dokładnością do kawałka miary zerowej – zbioru małej tercjany  
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w rozkładzie inwestycji i zbioru małej tercjany w rozkładzie docho-
dów można traktować jako ekonomiczny odpowiednik linii wiecznego 
śniegu. Jest to współgranie tercjany w rozkładzie dochodów z tercjaną 
w rozkładzie inwestycji. Dobrobyt jest subiektywny; wyzbycie się 
potrzeb zwiększa dobrobyt. Jeśli dobrobyt jest mierzony siłą nabyw-
czą, to dobrobytu nie ma. Dobrobyt można bowiem utożsamiać z po-
żądanym koszykiem dóbr. Jeżeli ten koszyk się zmienia, to zmienia 
się i dobrobyt. Taka definicja dobrobytu zależy od wyboru koszyka 
dóbr, nie ma więc własności inwariantnej. Koszyków jest dużo, nie 
ma ideału. Oferta handlowa ciągle rośnie, otwierane są nawet sklepy 
wyłącznie dla milionerów. Wyzbycie się potrzeb to jedyna droga pro-
wadząca do dobrobytu. Wiedział o tym Diogenes, gdy prosił Aleksan-
dra, by nie zasłaniał mu słońca, bo innych już potrzeb nie ma. Zmniej-
szenie koszyka dóbr zwiększa dobrobyt. „Dziś nie ma potrzeb na mię-
so” – to popularne powiedzenie z czasów realnego socjalizmu. Do-
brobyt może być tylko stabilny. Miecz Damoklesa oznacza, że dobro-
byt w ciągłym zagrożeniu staje się swoim zaprzeczeniem. Biedak jest 
wolny i może się czuć lepiej niż posiadacz. Niedostatek nędzarza jest 
przykrością, ból duszy bogacza – zgubą. Dobrobyt jako preferencja 
może być relacją maksymalną. Jeśli obowiązuje reguła 2/3, czyli gdy 
istnieje prawie powszechna zgoda w całej populacji, wtedy relacja 
maksymalna jest preferencją. Reguła 2/3 jest więc warunkiem wystar-
czającym na to, by relacja maksymalna była preferencją. Dobrobyt 
może być też średnim koszykiem dóbr. Obydwa wybory są zbliżone, 
choć wydaje się, że powołanie się na prawo natury, a jest nim reguła 
2/3, przeważa na korzyść relacji maksymalnej. 

Istnieją próby opisania giełdy wykorzystujące procesy Markowa. 
Giełda jest błądzeniem losowym o trzech stanach: grupa złych przed-
siębiorstw – ich akcje są notowane nisko, grupa średnia – akcje oscy-
lują wokół wartości rynkowej i grupa dobra – akcje zwyżkują. Do-
świadczenie pokazuje, że przejście firmy ze stanu aktualnego do stanu 
nowego zależy jedynie od chwili bieżącej, a nie od dalszej przeszłości, 
w związku z tym giełda jest prostym przykładem łańcucha Markowa. 
Podobnie sytuacja wygląda ze społeczeństwem podzielonym tercja-
nami na trzy klasy: biednych, średniozamożnych i bogatych. Macierz 
przejść  
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jest racjonalnym opisem społeczeństwa. Wiersze i kolumny odpowia-
dają kolejno: klasie biednych, średniozamożnych i bogatych. W 
pierwszym wierszu macierzy T dane są prawdopodobieństwa przejścia 
ze stanu pierwszego – biednych – kolejno do stanów: 1, 2, 3; 
w drugim wierszu dane są prawdopodobieństwa przejścia ze stanu 
średniozamożnych, a w trzecim – ze stanu bogatych również do sta-
nów: 1, 2, 3. Tylko wszystkie prawdopodobieństwa przejścia ze stanu 
drugiego są dodatnie. Nie można przejść w jednym kroku ze stanu 
najniższego do najwyższego i odwrotnie ze stanu bogatych do bied-
nych. Stany te można uważać również za trzy zalecenia analityków 
giełdowych dla inwestorów: redukuj, trzymaj, kupuj. Redukuj posia-
dane akcje, bo spodziewany jest spadek, trzymaj – spadku nie będzie, 
kupuj – zbliża się wzrost. Podane prawdopodobieństwa mierzą siłę 
zalecenia. Macierz T ma trzy wartości własne: σ1 = 1

3 , σ2 = 2
3 ,  

σ3 = 1. Wartości własnej σ1 odpowiada wektor własny a1= (1, –1, 1), 
wartości σ2 – wektor a2 = (1, 0, –1),  oraz  wartości σ3  wektor  własny  
a3 = (1, 1, 1).  
Macierz  

1 1 1
1 0 1

1 1 1
A

 
 = − 
 − 

 

zamienia bazę naturalną: e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) i e3 = (0, 0, 1) na 
bazę złożoną z wektorów własnych: a1, a2, a3. W nowej bazie macierz 
T będzie macierzą diagonalną S = A–1TA, gdzie  
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Macierz S nie ma interpretacji probabilistycznej lub jest równoważna 
macierzy Markowa T. Jednakże macierz S jest bardzo użyteczna, po-
nieważ znacznie upraszcza obliczanie macierzy granicznej ciągu (T 

n). 
Ciąg (S 

n) ma oczywiście granicę oraz  

0 0 0
lim( ) 0 0 0

0 0 1

nS
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, 

a ponieważ T 
n = AS 

nA–1, więc B = lim (T 
n) = Alim(S 

n)A–1. Ostatecz-
nie jest więc 
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Wynika stąd, że asymptotycznie stan średni jest uprzywilejowany – 
obejmuje 50% populacji; w pozostałych stanach jest po 25%. Złoty 
środek rządzi stabilnym społeczeństwem.  

Przyjmuje się, że pokolenie trwa 25 lat, a zmiana swego położenia 
– przejście z jednej klasy zamożności do innej klasy – możliwe jest 
średnio raz na 8 lat i 4 miesiące, czyli na 1

3 pokolenia – pokolenia jako 
jednostki czasu. W czasie jednego pokolenia mogą więc być tylko trzy 
zmiany statusu społecznego. Oczywiście można wygrać fortunę lub ją 
przegrać – to są właśnie zdarzenia losowe. Graniczna macierz Mar-
kowa B, gdy macierz wyjściowa T oparta jest na regule 2/3, mówi, że 
stan średniej zamożności jest uprzywilejowany i obejmuje połowę 
populacji, a pozostałe dwa stany ubogich i bogatych to druga połowa 
rozdzielona na dwie równe części po 25% całości każda. Jest to opty-
malny, wieczny, niezmienny podział populacji ludzkiej. Wychodzi się 
z reguły 2/3 dzielącej dochody na trzy klasy. Można również mówić  
o inwestycjach: niskich, średnich i wysokich. Średnio inwestuje poło-
wa populacji: 1

4 mało inwestuje, 1
4 dużo. Łatwiej bowiem wydawać niż 

oszczędzać; enjoy your shopping – nawołują w galeriach handlowych 
na całym świecie. Puszczanie pieniędzy wiąże się z przyjemnością, 
a odkładanie – z wyrzeczeniem. Warto zaznaczyć, że chociaż 2

3  Pola-
ków uważa, że należy oszczędzać, to tylko 1

3  gospodarstw domowych 
ma oszczędności [Olechowski 2014]. Warunkiem wzrostu dobrobytu 
jest zatem wzrost oszczędności. Dobrobyt to nie tylko produkcja  
i zarobki, lecz także zgromadzony majątek. Majątek przeciętnego Po-
laka wart jest 21 tys. dolarów, a Szwajcara 407 tys. dolarów. Beati 
possidentes – błogosławieni majętni. Koroną mądrych jest ich bogac-
two (Prov. 14.24). Daleka droga przed nami.  

Niewątpliwie alle Theorie ist grau (każda teoria jest szara), lecz 
prawa nauki są jasne – świecą prawdą wewnętrzną. Prawem nauki jest 
reguła 2/3.  

Zasada porządku społecznego. Jeżeli częstotliwość jest ostro więk-
sza od 1

3 , to jest ostro większa od 2
3 . Oznacza to, że w przedziale  

] 
1
3 , 2

3 ] nie ma częstotliwości. Stan ten powszechnie występuje pod nazwą 
opinio communis. Jego wpływ na język codzienny jest przeważający.  
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Większość kwalifikowana na poziomie 2
3  nie jest arbitralnie usta-

loną granicą – jedną z możliwych – lecz prawidłowością wyróżniającą 
preferencję społeczną. Definicja przyrodnicza liczby 2

3  jest tej samej 
natury, co liczby π, liczby e i innych fundamentalnych stałych fizycz-
nych. Relacja większościowa jest preferencją zawsze wtedy, gdy każ-
da jej alternatywa ma w profilu częstotliwość silnie większą od 2

3 .  
Many subjects make a famous king; with none to rule a prince is ru-
ined (Prov. 14.28).  
Macierz Markowa  

2 1
3 3
1 1 1
3 3 3

1 2
3 3

0

0
M

 
 =  
 
 

 

powstaje z macierzy T przez lekką korektę wiersza drugiego. Ta nie-
wielka zmiana ilościowa prowadzi do zmiany jakości procesu. Przy-
puszczalnie M, ze względu na symetrię, lepiej oddaje naturę zachowań 
ludzkich niż T. Spektrum macierzy M jest trójelementowym zbiorem,  

sp M = { }2
30, ,1 , 

 a macierz asymptotyczna lim( )nM , wyrachowana analogicznie jak 
macierz B z macierzy T, ma wszystkie wyrazy równe. Przejście z każ-
dego stanu do każdego innego jest równoprawdopodobne; w każdym 
stanie jest 1

3  populacji. Niezależnie od tego, gdzie byłem na początku, 
po dostatecznie długim błądzeniu, z jednakowym prawdopodobień-
stwem mogę się znaleźć wszędzie. Oznacza to maksymalną entropię – 
żyjemy w świecie niepewnym: dziś jestem na górze, a za chwilę mogę 
zniżkować. Ten właśnie wniosek filozoficzny wypływający z modelu 
M czyni go niemal prawem nauki – prawem powszechnej równości  
i sprawiedliwości, prawem równowagi. Nie ma uprzywilejowanych, 
kondycja każdego jest tak samo niepewna: sprawiedliwy przypadek 
rządzi światem. Czy jest to przypadek? Stany skrajne tylko z początku 
mają się lepiej – silniej przyciągają. Ostatecznie jest demokracja – nie 
ma biedy, nie ma też luksusu. Toczy się koło fortuny. Biedni będą 
zawsze, w związku z tym aby zwalczyć biedę potrzeba najpierw zli-
kwidować bogactwo. Jeśli jest bogactwo, a więc dobro w ograniczo-
nym rozmiarze, to zawsze będzie mu towarzyszyć bieda. Bogactwo 
równomiernie rozłożone w populacji ma zadziwiającą cechę: skupia-
nia się w wybranych punktach – jak materia w przestrzeni kosmicznej. 
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Równość jest iluzją: podobnie jak w przyrodzie każdy liść jest inny, 
tak każdy człowiek ma sobie tylko właściwe preferencje. To jest po-
wodem generycznej nierówności – biedy różnie rozumianej. W trakcie 
pisania artykułu w otoczeniu autorów przeprowadzono ankietę; zapy-
tano 13 osób o wysokość miesięcznych dochodów netto na członka 
rodziny, które już gwarantują dobrobyt. Tylko jedna osoba uchyliła 
się od odpowiedzi, pisząc nie potrafię z wielkim pytajnikiem; pozosta-
łe podały niezależne przypuszczalnie szacunki, w jednym przypadku 
jest to przedział. Mamy więc 12 realizacji zmiennej losowej miano-
wanej złoty na miesiąc: 1500, 2500, 3000, 3500, 4000, 4000, 4000, 
[4000–5000], 5000, 5000, 6000, 20000. Wielkość ta zależy od obec-
nego stanu finansowego pytanego. Młodzi na dorobku podawali wyż-
sze kwoty niż starsi; ukierunkowani na życie duchowe – niższe od 
tych widzących dobrobyt w dobrach materialnych i konsumpcji. Gra-
niczny rozkład pieniężnej miary dobrobytu ma modę równą 4000; 
średnia 5250 jest znacznie oddalona od mody. W obliczeniach śred-
niej przedział zastąpiono jego środkiem. Przynajmniej dwie osoby 
uważają swoje rodziny za żyjące w dobrobycie; w tych rodzinach rze-
czywista średnia jest wyższa od podanej w ankiecie.  

Koncentracja kapitału napędza rozwój. Bogactwo ponad miarę 
ludzkich potrzeb nie jest zbędne. Kapitał jest dobrem pożądanym jako 
źródło wzrostu wydajności, rozwoju infrastruktury, mecenatu arty-
stycznego i naukowego. Pogoń za milionami i miliardami jest natury 
wyczynu sportowego. Innymi motywami kierujemy się, gdy zarabia-
my na życie, a innymi gdy gromadzimy wielki kapitał [Staszewski 
2014]. W tym drugim przypadku pracujemy nie z powodu głodu  
i chłodu, lecz z chęcią bycia lepszymi wśród równie bogatych. Jest to 
gra dla przyjemności wygrania. Na tym hobby zyskują wszyscy – 
większy kapitał, większa wydajność. Zbiór jagód na określonym ob-
szarze jest prostym modelem życia społecznego: współzawodnictwo 
w ilości i jakości. Milionerzy ścigają się w wysokości dochodów,  
podobnie jak przy każdej pracy mierzonej ilością: 1

3  zbierze dużo,  
1
3  średnio i 1

3 mało. Decyduje organizacja pracy i sprawność fizyczna. 
Tak samo zbiera się miliony jak jagody. Podstawą dobrobytu jest tra-
dycja; bez ustalonej struktury społecznej i zawodowej, bez silnych 
związków grupowych nie ma dobrobytu, bo dobrobyt to sprawne 
funkcjonowanie organizmu społecznego, bez eksperymentów i no-
winkarstwa. Stowarzyszenia pomocy sąsiedzkiej – znane w Anglii od 
lat neighbourhood guilds, w Polsce czymś takim była instytucja tłoki 
– przyczyniają się do niwelacji skazy rozproszonego kapitału i podno-
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szą dobrobyt grupy. Dobrobyt jest kategorią społeczną: szukamy part-
nerów na wieczór, imprezujemy grupowo; przykład działa – pochła-
niamy tony narkotycznej żywności: im więcej jesz, tym większy ape-
tyt. Raz jeszcze pojawia się tu równanie Malthusa. Zapominamy, że 
temperantia jest cnotą. Lubimy żyć chwilą i cieszyć się powszechnym 
dostatkiem, który niesie wydajna technologia; upojne życie jest gwa-
rantowane przez zautomatyzowany przemysł.  

Trunkowa industria 
Miody syć! – Warz piwo! 

Gorzałkę pędź! – Rób wino! 
Przemysł spożywczy uszczęśliwia, a wydatnie wspomaga go health 
industry dający w dużym procencie namiastki narkotyków. Walka  
o byt słabnie w miarę wzrostu wydajności – ludzie stają się lepsi, mają 
czas na odpoczynek i refleksję. Bliźni staje się towarzyszem i pomoc-
nikiem, a nie konkurentem. Oby media dały nam również czas wolny! 
Chleba i igrzysk mamy w nadmiarze. „Zabójcza i zakłamana medycy-
na” – pod takimi nagłówkami krzyczy prasa o nowej patologii spo-
łecznej, jaką jest właśnie health industry. Koncerny farmaceutyczne 
prostytuują lekarzy. Najwięcej chorych umiera z powodu serca, raka i 
leków – w tej dokładnie kolejności. Dzisiejsza farmakologia jest zdra-
dą i zaprzeczeniem idei Paracelsa. Koncerny popełniają czyny karal-
ne; biznes jatrochemiczny stał się zorganizowanym przestępstwem – 
korupcją na wielką skalę i wpychaniem ciemnoty [Internet 2014; Pa-
tora 2014]. Miliony starców poruszających się na wózkach lub przy 
pomocy balkoników – to prawdziwa miara sukcesu dzisiejszej medy-
cyny. Już zapomnieliśmy, że lepiej być przez rok orłem niż żyć 10 lat 
padalcem.  

Naturalnie nie dla każdej macierzy Markowa U istnieje macierz 
graniczna lim(U 

n). Jeżeli wartość własna macierzy Markowa jest licz-
bą zespoloną o module 1 lub większym, to macierz graniczna nie ist-
nieje.  

Uwaga. Jeżeli α2 + β2 = 1, to macierz zespolona  

0
0

i
i

α β
α β

− 
 + 

 

jest równoważna nad ciałem liczb zespolonych macierzy rzeczywistej 

α β
β α

− 
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reprezentującej obrót płaszczyzny. Superpozycje obrotów nie stabili-
zują się – pomijamy naturalnie tożsamość. 

Preferencje to relacje zwrotne i przechodnie. Jakość jest preferencją 
– pewnie tą najważniejszą. Każda preferencja jest swego rodzaju ilo-
czynem porządku i równoważności: utożsamienie obiektów równoważ-
nych czyni z preferencji porządek. W dalszym ciągu mówimy  
o preferencjach liniowych – relacjach waloryzujących każde dwa ele-
menty ustalonego zbioru towarów X; zamiast o dobrach materialnych 
można myśleć o kandydatach na określone stanowisko. Jeżeli K = {0, 
…, n} oznacza skończony, n + 1 elementowy zbiór nabywców lub wy-
borców, to układ (p0, …, pn) preferencji, gdzie pi jest liniową preferen-
cją i-tego klienta, nazywa się profilem. Elementy produktu X × X, czyli 
pary towarów (x, y), są alternatywami lub decyzjami. Jeżeli p jest prefe-
rencją liniową, to naturalnie (x, y) ∈ p lub (y, x) ∈ p, czyli xpy lub ypx. 
Relacja maksymalna m, określona profilem (p0, …, pn), oznaczana też 
symbolem m(p0, …, pn), spełnia warunek: xmy wtedy i tylko wtedy, gdy 
zbiór {i ∈ {0, …, n}: ypi x} jest równoliczny z podzbiorem zbioru 
{i ∈ {0, …, n}: xpi y}. Relacja maksymalna jest większością absolutną. 
Jeżeli więc xmy, to alternatywa (x, y) ma więcej zwolenników niż (y, x), 
chyba że jednocześnie ymx, wtedy obie alternatywy są równoważne. 
Większość kwalifikowana na poziomie 50% jest nieco inną relacją k. 
Jeżeli xky, to alternatywa (x, y) ma przynajmniej 50% zwolenników. 
Relacja s spełnia regułę 2/3, jeżeli xsy i alternatywa (x, y) ma w profilu 
(p0, …, pn) więcej – silnie więcej – niż 2

3  zwolenników. Twierdzenie 
Janusza Łyki mówi, że gdy relacja spełnia regułę 2/3, to m jest prefe-
rencją [Łyko 2000]. Większość kwalifikowana na poziomie 1

2  jest słab-
szą relacją. Jeżeli m spełnia regułę 2/3, to k może jej już nie spełniać, 
ale gdy k spełnia regułę 2/3, to naturalnie spełnia ją i m. Jeżeli wszyst-
kie preferencje w profilu są porządkami, to m = k. W ogólnym przy-
padku wyróżnia się dwie relacje społeczne m i k – większość absolutną 
m i większość kwalifikowaną k na poziomie 50%. Jeżeli m i k są prefe-
rencjami, to relacja m jest bliższa relacji porządku niż k. Oznacza to, że 
jest mniej liczną relacją – mniej obiektów zostaje utożsamionych przy 
dzieleniu przez równoważność. Podstawą twierdzenia Łyki jest funda-
mentalny lemat forsujący.  
Forcing stochastyczny. Jeżeli prawdopodobieństwo zdarzenia A jest 
w przedziale 2

3 ,1   i prawdopodobieństwo zdarzenia B jest również w 
tym przedziale, to prawdopodobieństwo zdarzenia A i B jest 
w przedziale 1

3 ,1   .  
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Nie ma dobrobytu bez równowagi i pełnego zatrudnienia. Naj-
prostszym miernikiem trwałego dobrobytu jest indeks  

nW
k n

=
+

, 

gdzie n oznacza liczbę firm nowych powstałych w danym roku, a k 
zlikwidowanych. Oczywiście k, n ∈ N oraz k + n > 0. Jeżeli k + n = 0, 
to stan jest idealny – pełne zatrudnienie i harmonijny rozwój, lub cał-
kowity zastój – wielkie i bezrobocie i chaos organizacyjny. Im ten 
wskaźnik jest bliższy jedności tym lepiej. Wielkość W jest dalekim 
echem czasów grynderskich. Gründerzeit charakteryzuje się wartością 
½ wskaźnika W. Miernik W jest liczbą wymierną z przedziału [0, 1]. 
Dobrobyt to w żadnym wypadku nie pełnia władzy, pieniądza i uży-
cia. Dobrobyt to stan duszy, a nie ciała. Jest funkcją organizacji i sa-
moorganizacji, jest odmianą stoicyzmu.  

Dobrobyt konotuje się globalnie, czyli dotyczy całego społeczeń-
stwa. Trudno mówić o dobrobycie wybranych jednostek w morzu 
biedy. Stąd pojęcie państwa dobrobytu – welfare state – i ekonomii 
dobrobytu. Sprawiedliwość społeczna, rozumiana jako równomierny 
podział bogactwa, obniża dobrobyt. Przy równomiernym podziale 
wszyscy muszą inwestować 8%, a nawet więcej. Bez inwestycji wy-
dajność nie rośnie, nie ma postępu. Obecnie najbiedniejsi żyją na po-
ziomie bogatych z X wieku. Lubimy podnosić swój statut społeczny. 
Częściej mówimy o życiu w dobrobycie własnej rodziny, niż o ubó-
stwie. To sąsiedzi klepią biedę. Dobrobyt jest oczywiście stanem su-
biektywnym i relatywnym, względnym, co poświadcza bajka o rybaku 
i złotej rybce. Najpierw wystarcza kawałek słoniny, a później pałac ze 
służbą to już za mało; musi dojść do katastrofy. Człowiek chce być 
Bogiem.  
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AN ATTEMPT OF THE FORMAL DEFINITION OF WELL-BEING 

Summary: Well-being is a quality, and each quality has three natural states: a little, 
moderately, a lot. Well-being resembles happiness and health. When we have well-being, 
we usually are not aware of it. Certainly, we all want to live a life of well-being. While we 
do not specify the notion of happiness so as to avoid bad luck and not to show off with it, 
we do not define well-being either. It is a blessed state of existing together with nature 
and with people. Permanent well-being is equated with stable well-being. It is achievable 
only in a traditional society, where everyone knows what to do and gets it done as ex-
pected. Well-being also is associated with social Darwinism; population has well-being 
when it grows exponentially. Malthusian equation 

y py′ =  
can be seen as a precise definition of well-being. Well-being is a holistic term that applies 
to a whole community as the quality of life, often equivalent to standard of living. There 
is no well-being on a desert island. Well-being implies work productiveness and indicates 
that economy is more efficient than social needs. Well-being may also be expressed by 
utility functions. Population’s average utility defines social well-being. Each utility func-
tion is linked to preference. If a population’s profile satisfies the ⅔ rule, then a maximal 
relation is preference; in fact, the very preference is social well-being. Stability of well-
being in Markov matrix 

2 1
3 3
1 1 1
3 3 3

1 2
3 3

0

0
M

 
 =  
 
 

 is represented by transitions from the states: low being, being and good being, respectively, 
to these states. If the probabilities of transitions are as those in the matrix M, then the popula-
tion is divided into three equal parts at a limit state. There are always poor people, normal or 
happy people and rich people. Well-being may also stand for a state of the economy – a 
basket of goods at which the utility function takes the maximum. Well-being is definitely 
related to work organization and economic situation. The world today enjoys well-being, 
because the net global wealth has doubled since 2000, reaching $263 trillion in 2013. The 
assets therefore increased exponentially. Yet, one should consider the lilies of the field, and 
how they grow, look at the birds of the air and think about who feeds them. The idea of well-
being is more spiritual than material. It is in vain that you go late to rest and get up early – 
your effort will not gain much. Because God gives sleep to those he loves. 

Life is the only value affirmed by Nietzsche. Being represents a complete good, 
whereas not being is evil. If you exist, you have well-being. There is no well-being with-
out equilibrium and full employment. Well-being can be measured by an index 

nW
k n

=
+

 

where n denotes the number of new firms established in a given year, and k – the number 
of closed firms. The nearer to one is this index, the better. Well-being is by no means total 
power, fortune and pleasure. Well-being is a state of soul, not a state of body. It is a func-
tion of organization and self-organization, a variety of stoicism. 

Keywords: state of welfare, 2/3 rule, utylity functions, Malthus’ increase, Markov’s matrix. 
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Summary: The paper attempts to determine statistical correlations between the Knowledge 
Economy Index (KEI) and the measure of men and women’s equali-ty/inequality reflected in the 
Gender Equality Index. According to the authors’ hypothesis such correlations exist. The authors 
chose the methods of estimation of functional interdependencies between the selected data (KEI, 
GEI) for the states of the European Union. The analysis confirmed the occurrence of statistically 
significant positive correlations between the studied indicators, proving that the knowledge-
based economy encouraged gender equality. The strongest correlations with the knowledge-
based economy were found for such components of the Gender Equality Index as “Time”, 
“Work” and “Knowledge”, lesser ones for “Money” and “Health” and the smallest for “Power”.  

Keywords: knowledge-based economy, gender, gender equality.  

1. Introduction  

Although the member states of the European Union guarantee complete 
gender equality in all aspects of life and work by binding provisions of 
law, statistical data reveal that equality is not perceived as such. This 
issue has been present in scientific analyses for years. However, there 
are not enough in-depth studies of this problem in the environment of 
the knowledge-based economy. Considering that nowadays it is this 
economy that is growing the fastest, it is important to diagnose whether 
it encourages gender equality. This issue has not only social but 
economic aspects, too, because the greater application of women’s 
potential in the economy, especially considering the global deficiency 
of talents, as reported by entrepreneurs [Trwa niedobór talentów 2014], 
is of strategic importance. Therefore the main objective of the paper is 
to verify the existing correlations between gender equality and a 
knowledge-based economy based on the Knowledge Economy Index 
(KEI) and the Gender Equality Index (GEI). The conducted research 
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served to verify the hypothesis that there exist such correlations. In the 
analysis, the authors applied the method of estimation of functional 
correlations between the selected data of KEI and GEI indices for the 
member states of the European Union.  

2. Terminology considerations and description  
of the Gender Equality Index  
and Knowledge Economy Index 

Gender equality is a complex and multi-dimensional concept, as well 
as a normatively and politically controversial subject, with a diversity 
of meanings used across Europe [Verloo and Lombardo 2007]. The 
European Commission defines gender equality as “the result of the 
absence of discrimination on the basis of a person‘s sex in 
opportunities and the allocation of resources or benefits or in access to 
services” [The Strategy for equality... 2010]. 

An expanded definition is provided in the European Commission 
Women‘s Charter [A strengthened commitment to equality... 2010] 
which focuses on the following elements:  
• life choices and economic independence;  
• the full realisation of women‘s potential and full use of their skills;  
• a better gender distribution in the labour market, more quality jobs 

for women;  
• the promotion of genuine opportunities for both women and men 

to enjoy a work-life balance;  
• human dignity, the right to life and the right to personal integrity.  

The Gender Equality Index is based on a simplified overarching 
definition of gender equality: the equal share of assets and the equal 
dignity and integrity of women and men [Gender Equality Index, 
Report 2013, p. 7].  

The Gender Equality Index gives a comprehensive map of gender 
gaps in the EU and across its member states based on the EU policy 
framework. It aims at:  
• providing a synthetic measure of gender equality that is easy to 

understand and to communicate;  
• giving a tailor-made composite indicator measuring gender 

equality at EU level and within the member states;  
• providing a tool to support decision-makers in assessing how far 

(or close) a given member state is from reaching gender equality;  
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• allowing relevant comparisons in different gender equality domains;  
• measuring achievements in the area of gender equality over time.  

The Gender Equality Index is a tool which can reconcile different 
perspectives and definitions of gender equality and adds value to other 
existing measures of gender equality. It adopts a gender approach that 
measures gaps between women and men [Gender Equality Index, 
Main findings… 2013].  

The index aims at reconciling different perspectives on gender 
equality that are present at policy and theoretical levels, including 
approaches of sameness [Verloo and Lombardo 2007] difference 
[Walby 2005] and transformation [Walby 2005; Walby 2009]. The 
conceptual framework of the Gender Equality Index consists of eight 
domains: the first six (work, money, knowledge, time, power, health) 
being combined into a core index and an additional two satellite 
domains (intersecting inequalities and violence). The satellite domains 
are conceptually related to gender equality, but cannot be included in 
the core index because they measure an illustrative phenomenon – that 
is, a phenomenon that only applies to a selected group of the 
population [Gender Equality Index, Main findings… 2013].  

The domain of work also considers how women and men get on in 
the labour market by analysing the issue of quality of work 
(participation, segregation, quality of work). The domain of money 
examines financial resources. This includes pay, earnings and other 
forms of income, for example social transfers. The domain of 
knowledge shows the differences between women and men in terms of 
education and training. The fourth domain of time focuses on the 
trade-off between economic, care and other social activities (including 
cultural, civic, etc.). This has not been fully translated into a more 
equal share of time spent on caring activities. On the contrary, the 
decreasing differences in time spent on caring activities are due to 
women’s reduced involvement rather than men’s greater contribution. 
As a result, this can translate into fewer opportunities to spend time on 
other activities, including social, cultural or civic activities [Gender 
Equality Index, Main findings… 2013].  

The domain of power examines how the attainment of gender 
equality can be affected by women’s lack of participation in decision-
making (for example in economic institutions, including on the boards 
of the largest quoted companies, political levels, in top positions on 
scientific boards, as university rectors or in the judiciary, etc.). The 
last of the core domains is health. It focuses on the differences 
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between women and men in terms of health status, behaviour and 
access to health structures.  

The Gender Equality Index relies on the 10-step methodology of 
building composite indicators developed by the European Commission’s 
Joint Research Centre and the Organisation for Economic Cooperation 
and Development (OECD) [Nardo et al. 2008].  

The analysis of the published opinions confirms that no 
unequivocal and universally accepted definition of the knowledge-
based economy has been developed yet1.  

As defined by the OECD, this is an economy which relies directly 
on the production, distribution and application of knowledge and 
information. In this approach, knowledge is defined as a product and 
as a factor which drives economic growth [The future of the global 
economy… 1999]. This is an economy where knowledge is developed, 
learned, provided and applied more effectively by enterprises, 
organisations, individuals and communities, contributing to the fast 
development of the economy and society [Korea and the knowledge 
based economy… 2000]. According to the definition by the European 
Commission, such an economy involves the commercial retrieval of 
new technologies, ideas or methods, which are used to introduce new 
products and processes or to improve previous ones [Simmie et al. 
2002]. In an economy in which the share of labour which applies 
knowledge intensively is high, the share of information sectors in the 
economy is a determining factor and the share of intangible assets in 
the total actual capital is bigger than that of tangible assets [Foray 
2004, p. 9]. This is an economy supplied by innovation, technology 
and talents [Northern Ireland Knowledge Economy Index… 2011].  

The most frequently used and seemingly the least controversial 
definition is the one suggested by international institutions such as the 
OECD and the World Bank, which have been involved in the 
measurement of a knowledge-based economy for years. The authors 
decided to enrich it with the aspect of knowledge as a factor of 
competitive advantage, as mentioned by [Koźmiński 2001] and other 
researchers. Consequently, in this paper, a knowledge-based economy 
is defined as an economy in which knowledge is created, learned, 
diffused and used more effectively by enterprises which rely on it in 
their competitive advantage [Kupczyk 2014].  

                                                           
1 In the English language literature the term knowledge-based economy is used, and 

sometimes the term knowledge economy. Lately, the term k-economy has been used, too 
[Kefela 2010]. 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 
STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

 

 

 

  

 

Statistical correlations between the Knowledge Economy Index… 33 

The Knowledge Economy Index (KEI), takes into account whether 
the environment is conducive for knowledge to be used effectively for 
economic development. It is an aggregate index that represents the 
overall level of development of a country or region towards a Knowledge 
Economy. The KEI is calculated based on the average of the normalised 
performance scores of a country or region on all four pillars related to a 
knowledge economy: economic incentive and institutional regime, 
education and human resources, the innovation system and ICT.  
• An economic and institutional regime to provide incentives for the 

efficient use of existing and new knowledge and the flourishing of 
entrepreneurship.  

• An educated and skilled population to create, share, and use 
knowledge well.  

• An efficient innovation system of firms, research centres, 
universities, consultants and other organisations to tap into the 
growing stock of global knowledge, assimilate and adapt it to local 
needs, and create new technology. 

• Information and communication technology to facilitate the 
effective creation, dissemination, and processing of information 
[Chen and Dahlman 2005].  

3. In/equality of women and men vs. knowledge-based 
economy – current condition 

According to the reports of 2013, the average value of the Gender 
Equality Index for member states of the European Union (U-27) was 
54.0 (the scale: 1 – absolute lack of equality, 100 – complete equality). 
The best situation was observed in Sweden (74.3), Finland (73.4) and 
Denmark (73.6). The worst results were those in Bulgaria (37) and 
Romania (35.3). Poland was ranked as th17  with its score of 44.1, way 
below the average result for the EU [Gender Equality Index, Country 
Profiles 2013]. An analysis of particular components of the Gender 
Equality Index 2013 reveals differences in inequality of women vs. men 
in various aspects. However, in no aspect has equality been observed. 
The best situation was revealed in the health aspect. The specific index 
for this area is composed of: subjective perception of health, expected 
lifespan at birth, expected healthy lifespan at birth and range of satisfied 
needs concerning medical and dental care. The indicator for the EU-27 
was 90.1, and for Poland – 82.6. It turned out that in the case of Poland, 
as in other countries of the European Union, this is an area where 
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inequalities of women and men are the least. The lowest values of 
component indicators were noted in the area of “time” (EU – 38.8, 
Poland – 20.9), which proves that women who work professionally 
devote significantly more time than men to caring for children or 
grandchildren, helping them with homework, for housework and 
cooking. They devote less time to sport, culture, social activities etc. 
The only exception concerns voluntary activities where the level for 
both genders is the same. Big differences were also identified for the 
component indicator of “power” (EU – 38, Poland – 34.5). This element 
concerns participation in power and decision making, for instance in 
economic institutions (including boards of the largest companies quoted 
on the stock exchange), the highest positions in politics, education, 
science, courts etc. This shows that women in Poland are ministers, 
members of parliament, members of local governments significantly 
less frequently than in the rest of the EU. The frequency in the EU and 
Poland is equal for membership of boards of big corporations, and 
women in Poland are members of the Central Bank more frequently. 
However, this situation cannot be described as satisfactory.  

The other index we have analysed is the Knowledge Economy 
Index 2012 (KEI), which described a knowledge-based economy. In 
this ranking the highest positions are taken by Sweden, Finland and 
Denmark (Table 1).  

Table 1. Knowledge Economy Index 2012 – selected countries and regions.  

Rate Country KEI KI Innovations Education ICT 
1  Sweden  9.43 9.38 9.74 8.92 9.49 
2  Finland  9.33 9.22 9.66 8.77 9.22 
3  Denmark  9.16 9.00 9.49 8.63 8.88 

26  Czech Republic  8.14 8.00 7.90 8.15 7.96 
27  Hungary  8.02 7.93 8.15 8.42 7.23 
38  Poland  7.41 7.20 7.16 7.76 6.70 

1  North America  8.80 8.70 9.45 8.13 8.51 
2  Europe and Central Asia  7.47 7.64 8.28 7.13 7.50 

Source: Knowledge Economy Index KEI 2012, The World Bank. 

 
Poland was ranked th38  out of 146 countries. Better scores were 

also observed for Germany (8), USA (12), Czech Republic (26) or 
Hungary (27). As compared to 2000, Poland’s position fell by three 
ranks while the Czech Republic, Hungary and Romania improved 
their scores. Internationally, Poland is ranked th37  according to the 
“knowledge” indicator, while for the “education and human capital” 
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indicator – th24 . This is not a dramatic result, especially in relation to 
the population of people aged 15–64 with a university degree. 
However, Poland’s position is worse in the case of innovations (7.16) 
and the application of information and communication technologies 
(6.70) [Knowledge Economy Index 2012]2.  

4. Methods 

A detailed description of methodology of calculating GEI is described 
in the report [Gender Equality Index, Report 2013]. Data in Table 1 
originates from [Gender Equality Index, Country Profiles 2013]. Here, 

Table 2. Values of GEI, KEI indices and the components: W – Work, M – Money, K – 
Knowledge, T – Time P – Power, H – Health. Countries were sorted from the highest GEI. 

 Symbol Country GEI W M K T P H KEI  (1) (2) (3) (4) (5) (6) 
1 SE Sweden  74.3 78.6 80.2 66.3 63.9 74.3 93.1 9.43 
2 DK Denmark  73.6 81.6 79.2 75.1 64.9 60.0 91.8 9.16 
3 FI Finland  73.4 82.0 78.4 67.0 63.8 68.8 89.9 9.33 
4 NL Netherlands  69.7 73.1 82.5 65.5 71.3 52.2 94.7 9.11 
5 UK United Kingdom  60.4 76.6 74.3 68.8 43.2 35.2 95.4 8.76 
6 BE Belgium  59.6 66.4 79.3 54.7 45.3 45.2 94.1 8.71 
7 FR France  57.1 67.0 75.9 49.4 35.8 50.3 90.6 8.21 
8 SI Slovenia  56.0 69.1 70.2 51.4 49.1 36.0 88.7 8.01 
9 IE Ireland  55.2 71.0 77.0 52.8 53.4 26.5 96.4 8.86 

10 ES Spain  54.0 61.3 60.7 53.5 33.8 47.2 90.7 8.35 
11 DE Germany  51.6 72.5 76.3 44.1 41.6 28.0 89.5 8.9 
12 LU Luxembourg  50.7 66.4 90.9 61.1 48.9 14.7 93.9 8.37 
13 AT Austria  50.4 73.9 77.9 44.6 40.0 24.3 91.6 8.61 
14 EE Estonia  50.0 64.6 49.1 53.0 51.4 27.5 83.8 8.4 
15 CZ Czech Republic  44.4 71.6 59.3 37.3 23.2 29.6 89.6 8.14 
16 LV Latvia  44.4 54.9 42.0 38.8 35.2 38.6 77.1 7.41 
17 PL Poland  44.1 61.4 52.2 44.0 20.9 34.5 82.6 7.41 
18 LT Lithuania  43.6 61.0 41.5 47.4 24.1 32.1 84.9 7.8 
19 CY Cyprus  42.0 68.7 74.1 52.9 25.3 12.2 91.1 7.56 
20 MT Malta  41.6 55.0 68.2 34.0 37.5 18.7 93.2 7.88 
21 HU Hungary  41.4 55.9 54.4 35.1 32.5 24.4 83.7 8.02 
22 PT Portugal  41.3 66.2 56.3 30.4 22.4 30.6 84.5 7.61 
23 SK Italy  40.9 60.6 68.2 32.1 33.0 18.6 90.8 7.89 
24 IT Slovakia  40.9 61.0 53.7 35.0 17.8 33.1 85.8 7.64 
25 EL Greece  40.0 59.7 63.3 36.7 17.4 24.4 92.4 7.51 
26 BG Bulgaria  37.0 49.9 40.7 32.0 17.3 33.8 84.5 6.8 
27 RO Romania  35.3 60.4 39.0 28.8 17.8 24.9 84.0 6.82 

Source: own elaborations. 
                                                           

2 KAM 2012 KAM methodology and value of KEI, KI indices (2012) are described 
on the website: http://info.worldbank.org/etools/kam2/KAM_page5.asp.  
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Table 2 will present only the GEI index (column 3), components of 
this index (columns 4–8) and the KEI index (column 9). Most 
calculations for this paper were made with the symbolic computation 
software Maxima3.  

As can be expected, there is a strong linear dependence between 
GEI and KEI  

 0 0554 5 3552y x= . + . ,  (1) 

where y is the value of KEI, and x  is the value of GEI. The correlation 
coefficient is 0 8931ρ = . .  

It seemed interesting to analyse the correlations between the 
structure of GEI and KEI value, as the same or similar value of GEI 
may correspond to various values of [ ]W M K T P H, , , , ,  vectors. For 
instance, the GEI value of 44.4 is identical for the Czech Republic and 
Latvia. The M component for the Czech Republic is more than 1.4 
times higher than in Latvia, while the T component is less than a half 
of its equivalent for Latvia. These correlations between the 
[ ]W M K T P H, , , , ,  components and KEI are shown in Table 3.  

Table 3. Correlations between GEI, its [ ]W M K T P H, , , , ,  components and KEI 

Factor GEI W M K T P H 
Correlation 0.8931 0.8230 0.7666 0.7977 0.8755 0.5736 0.6317 

Source: own elaborations. 
 
Therefore it would be interesting to verify the correlations of 

proximity of GEI values and their structural similarity, as well as the 
correlations between the proximity of KEI values and GEI structure. 
The proximity (similarity) of the GEI indices’ structure will be 
described by the Euclidean distance with the following formula  

 
6 2

1
j k j i k i

i
d I I x x         , , =

, = ,−∑  (2) 

where j ix ,  is the value of the GEI thi  component for the thj  country 
according to numbers in Table 2. The distance 0d =  signifies 
identical components, so a low d value reflects the proximity or 
similarity of GEI structures.  

                                                           
3 Software available at http://maxima.sourceforge.net/ by GNU licence.  
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We tried to reduce the countries to a small group of countries 
which are similar according to d distance estimated according to 
formula (2). To do so, we applied the divisive method of cluster 
analysis. We used the convenient and well known method of Wroclaw 
taxonomy [Florek et al. 1951], re-discovered many years later (an 
example paper [Gower and Ross 1969] and monograph [Anderberg 
1973]).  

The method of elements’ grouping in Wrocław taxonomy involves 
finding a minimal spanning tree (a tree of minimal sum of the weights 
of its edges) in a complete graph where the apices are the grouped 
elements and the edges’ weights are the distances between the elements. 
Next, from the resultant minimal tree we removed the edges from the 
largest to the smallest weight, obtaining subsequent sub-trees of the 
initial trees. The apices of these sub-trees correspond to the elements’ 
groups achieved at subsequent stages of division. The algorithms of 
finding minimal trees are greedy algorithms, so they are very efficient 
(cf. [Cormen et al. 2009], section 23) and they are implemented in 
multiple editions of mathematical symbolic computation software4.  

Here, the graph’s apices are countries and the distance which 
represents the dissimilarity of [ ]W M K T P H, , , , ,  structures of GEI for 
particular countries is estimated according to formula (2). Zero 
dissimilarity signifies the identical structure of GEI index, while a big 
d distance means the high dissimilarity or low similarity of GEI 
structures.  

 

 
Figure 1. Minimal tree for countries with distances defined by formula (2). 

Source: own elaborations. 
                                                           

4 Here, we applied the minimum_spanning_tree procedure of Maxima software.  
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We selected a couple of countries with the lowest d distance, then 
another couple of the next lowest d  distance, excluding however those 
couples of countries which are joined by the chain of the previously 
selected country pairs. As a result, we obtain the minimal tree shown 
in Figure 1.  

The obtained weight (distance) values are shown in Table 4 in 
decreasing sequence according to the tree shown in Figure 1. For 
comparison, two columns on the right present differences of GEI and 
KEI indices for edges of the minimal tree corresponding to the 
couples of countries.  

Table 4. Weight (distance) values in minimal spanning tree and differences 
in GEI and KEI 

Pairs of countries 
distance difference in GEI difference in KEI 

(1) (2) (3) 
NL BE 29.95 0.40 10.10 
SI EE 23.87 0.39 6.00 
AT EL 22.57 1.10 10.40 
AT CY 21.75 1.05 8.40 
IE LU 21.19 0.56 4.50 
UK BE 20.83 0.05 0.80 
LV LT 18.38 0.39 0.80 
HU EL 17.49 0.51 1.40 
IT BG 17.43 1.09 3.90 
FR ES 17.15 0.14 3.10 
DK NL 16.90 0.05 3.90 
HU PT 16.52 0.41 0.10 
BE SI 15.14 0.70 3.60 
SI DE 14.93 0.89 4.40 
SI IE 14.83 0.85 0.80 
IT SK 14.70 0.25 0.00 
BG RO 14.25 0.02 1.70 
BE FR 12.98 0.50 2.50 
DK FI 12.19 0.17 0.20 
PL LT 12.14 0.39 0.50 
CZ PT 10.65 0.53 3.10 
PL IT 10.26 0.48 3.20 
PT IT   9.17 0.28 0.40 
MT EL   7.81 0.37 1.60 
SE FI   7.47 0.10 0.90 
DE AT   5.04 0.29 1.20 

Source: own elaborations. 
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As shown, countries which are close for their (2) results and make 
a pair in the tree in Figure 1, are not proximal with respect to the 
differences of the GEI and KEI indices. On the contrary, countries 
which are proximal with respect to the GEI difference (or even 
identical, as in the case of the Czech Republic and Latvia) are not 
close with respect to (2) result, where the difference is 31.02. 
Similarly for KEI. Poland and Latvia have an identical KEI value of 
7.41. Meanwhile, the distance of (2) result is 20.6126.  

The above remarks also explain the observed fact that the 
correlation between the GEI and KEI indices is larger (often 
significantly larger) than the correlations between the KEI result and 
components of GEI.  

Therefore it would be interesting to compare the correlations  
between the proximities of the countries which are in the minimal tree 
and the differences between their GEI and KEI indices which are 
given in the column (1)–(3). The respective correlation coefficients 
are as follows:  

Correlation between (1) and (2):  0 2731ρ = .   
Correlation between (1) and (3):  0 6850ρ = .   
Correlation between (2) and (3):  0 5299ρ = .   

In other words, the similarities between countries when 
considering the differences of GEI value and similarities between 
countries when considering (2) distances, are of a significantly 
different structure.  

Next, we analysed the process of country grouping based on the 
criterion of similarities of the structure of GEI index. By removing the 
edge of the largest weight from the minimal tree, that is the (BE,NL) 
pair, we obtained a division between Sweden, Finland, Denmark, the 
Netherlands and other countries. The removal of the next edge – 
(SI,EE) pair results in the separation of Estonia. The removal of 
another pair (AT,EL) brought a division into further two groups.  

 
SE, FI, DK, NL,  
EE,  
LU, IE, SI, DE, AT, CY,  
EL, MT, HU, PT, CZ, SK, IT, BG, RO, PL, LT, LV.  
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5. Conclusions 

The presented analyses permit a conclusion that nowadays there is no 
equality of women and men in any state of the European Union for 
such areas as “Work”, “Knowledge”, “Money”, “Health” and 
“Power”. This is worrying not just because of social justice, but also 
for economic aspects, as the higher participation of women on the 
labour market and in management and decision-making may become a 
good solution to soothe demographic problems, as well as modern 
deficiencies of the supply of relevant candidates for many posts, 
including top management positions. However, this does not affect the 
fact that the question whether and when women and men will achieve 
equal opportunities still remains unanswered. Furthermore, this fact 
should encourage a discussion about the efficiency of efforts taken by 
the European Union in this area over the last decade, especially 
considering the financial resources allocated to this objective.  

The results of the study suggest the acceptance of the hypothesis 
as right. Therefore, there are positive, statistically significant 
correlations between the knowledge-based economy according to the 
Knowledge Economy Index (KEI) and the degree of equality of 
women and men as reflected in the Gender Equality Index. It seems 
justified to conclude that the more knowledge-based the economy is, 
the larger the gender equality. The strongest correlation with the 
knowledge-based economy was found for such components of the 
Gender Equality Index as “Time”, then “Work” and “Knowledge”, 
and the weakest correlations for “Money”, “Health” and “Power”. It 
should be added that all those correlations were very strong. The 
overall conclusion is that a knowledge-based economy encourages 
more equal chances for women and men.  

In this context, the authors have developed the following postulates.  
• Efforts to provide equal chances for both sexes should be 

continued.  
• Definitelyly, mechanisms to make it easier to reconcile family and 

professional roles should be improved in number and 
effectiveness, e.g. by promoting flexible employment and the 
shared care of children, especially when the children are sick 
(alternation of sick leaves for the mother and father).  

• Gender-related differences in pay should be levelled by special 
strategies combining all available instruments, including legal 
provisions.  
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• Effort should be made to promote and to impact on the 
participation of women in top management in the economy, 
administration, science and politics.  

• More government programmes should be aimed at women to 
support them in life and on the labour market.  

• Achieving gender equality should become the main objective, as it 
will permit the building of a better functioning and wealthier state. 
The involvement of women in professional, social and political 
life is an immense potential which should not be wasted.  
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STATYSTYCZNE ZWIĄZKI POMIĘDZY WSKAŹNIKIEM  
GOSPODARKI OPARTEJ NA WIEDZY (KNOWLEDGE ECONOMY 
INDEX) A STOPNIEM NIE/RÓWNOŚCI KOBIET I MĘŻCZYZN  
(GENDER EQUALITY INDEX)  

Streszczenie: W opracowaniu podjęto się ustalenia statystycznych związków pomiędzy 
wskaźnikiem gospodarki opartej na wiedzy według Knowledge Economy Index (KEI)  
a stopniem nie/równości kobiet i mężczyzn zgodnie z Gender Equality Index. Autorzy 
opracowania stawiają hipotezę, mówiącą o tym, iż takie związki istnieją. Dokonano 
wyboru metod estymacji funkcyjnych zależności pomiędzy wybranymi danymi (KEI, 
GEI) dla krajów Unii Europejskiej. Przeprowadzona analiza potwierdziła istnienie 
dodatnich istotnych statystycznie korelacji między badanymi wskaźnikami, co dowodzi, 
iż gospodarka oparta na wiedzy sprzyja równości kobiet i mężczyzn. Najsilniej  
z gospodarką opartą na wiedzy korelują takie składowe wskaźnika Gender Equality Index, 
jak „Czas”, „Praca” i „Wiedza”, w mniejszym stopniu „Pieniądze” i „Zdrowie”,  
w najmniejszym „Władza”.  

Słowa kluczowe: gospodarka oparta na wiedzy, zarządzanie, gender, równość kobiet  
i mężczyzn.  
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Streszczenie: Od wielu lat obserwuje się w Polsce rosnący problem niedożywienia. Zja-
wisko to na szerszą skalę zaczęło być widoczne wraz z postępującymi procesami trans-
formacji systemowej. Obecnie około 2 mln osób żyje w skrajnym ubóstwie, a 5 mln 
zmaga się z trudnymi warunkami życiowymi. W Polsce częściej ubóstwem ekonomicz-
nym zagrożeni są ludzie młodzi, w tym dzieci. W 2013 r. dożywianiem objęto 162 tys. 
uczniów, tj. 7,4% wszystkich uczniów, a 11% potrzebujących dzieci nie zostało objętych 
programem dożywiania, z powodu braków środków. Celem pracy jest zaprezentowanie 
programu rządowego dotyczącego dożywiania ludności, w tym dzieci i młodzieży  
w Polsce, oraz wyników tej pomocy. W artykule zostaną wykorzystane dane Ministerstwa 
Pracy i Polityki Społecznej dotyczące programów pomocowych, a także dane pozyskane  
z wydawnictw GUS. 

Słowa kluczowe: program rządowy, dożywianie, finansowanie posiłków. 

1. Wstęp 

Obecnie w Polsce około 2 mln osób żyje w skrajnym ubóstwie,  
a kolejne 5 mln zmaga się z trudnymi warunkami życiowymi. Według 
danych GUS w Polsce w 2012 r. 7,2% ludności żyło poniżej tzw. 
ustawowej granicy ubóstwa, natomiast odsetek osób zagrożonych 
ubóstwem relatywnym wyniosił 16,3%. W Polsce częściej ubóstwem 
ekonomicznym zagrożeni są ludzie młodzi, w tym dzieci. W 2012 r. 
wskaźnik ten wśród dzieci i młodzieży do lat 18 wynosił około 10%  
i stanowił prawie 1/3 populacji zagrożonej ubóstwem skrajnym. Za-
grożenie ubóstwem wzrasta również w rodzinach niepełnych i wielo-
dzietnych wychowujących troje i więcej dzieci, a także w gospodar-
stwach domowych z dziećmi niepełnosprawnymi [Ubóstwo w Pol-
sce… 2013, s. 10]. Czynnikiem wyróżniającym polską biedę w Unii 
Europejskiej jest jej wiejski charakter – szczególnie trudna jest bo-
wiem sytuacja rodzin i dzieci żyjących na wsi. W rankingu przepro-
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wadzonym przez UNICEF dotyczącym różnic w poziomie życia dzie-
ci, Polska zajęła 21. miejsce wśród 24 państw OECD branych pod 
uwagę. Okazuje się, że ubóstwo dzieci w Polsce jest wielkim proble-
mem. To grupa najbardziej zagrożona ubóstwem – aż 22% z nich stoi 
przed groźbą życia w nędzy [Adamson 2013, s. 2]. Według badań 
przeprowadzonych w 2003 r. na zlecenie Danone i Banków Żywności 
29% dzieci w wieku 7–15 lat potrzebowało dożywiania, natomiast 
Polska Akcja Humanitarna (PAH) podała, że niedożywionych było 
nawet 30% dzieci. Z danych pozyskanych w 2009 r., w wyniku badań 
przeprowadzonych na reprezentatywnej próbie wychowawców klas I–
VI, wynikało, że liczba niedożywionych i wymagających dożywiania 
dzieci w polskich szkołach sięgała 228 tys. [Masz pomysł… 2011]. 
Mimo że w 2011 r. zaobserwowano spadek liczby dzieci dotkniętych 
niedożywieniem i wymagających dożywiania do 219 tys., to ciągle 
było to prawie 10% uczniów szkół podstawowych. Najnowsze dane 
podają, że w 2013 r. objęto dożywianiem 162 tys. uczniów, co stano-
wiło 7,4% wszystkich uczniów, a 11% dzieci potrzebujących doży-
wiania nie otrzymało go.  

Bardzo ważnym elementem programu dożywiania jest sposób do-
starczania uczniom posiłków. Należy zwrócić uwagę, że w wielu 
szkołach dzieci takie są w szczególny sposób wyróżniane, np. poprzez 
wydawanie innego posiłku w ramach nieodpłatnego dożywiania niż 
pozostałe, za które wnoszone były opłaty. Takie postępowanie może 
spowodować poczucie wstydu i być powodem swoistego napiętnowa-
nia tych dzieci [Kowalska 2007, s. 361]. 

Bezpłatny lub dofinansowany ciepły posiłek oferuje 79% szkół. 
Oferowane są one w 85% szkół miejskich i 75%. szkół wiejskich. 
Większość placówek szkolnych wydaje bezpłatne mleko dla uczniów, 
rzadziej jednak oferowane są w nich bezpłatne kanapki, owoce i wa-
rzywa czy paczki do domu [Zapraszamy do… 2013].  

Problem niedożywienia zaczęły dostrzegać instytucje, zarówno 
rządowe jak i pozarządowe, dostarczając na ten cel środki finansowe. 
W ramach walki z niedożywieniem wśród uczniów oraz ich rodzin 
powstał „Rządowy program wspierania gmin w dożywianiu uczniów” 
(2002 r.), który został w 2006 r. zastąpiony programem wieloletnim 
„Pomoc państwa w zakresie dożywiania” oraz programem „Posiłek 
dla potrzebujących” (2005 r.). 

 

http://www.mpips.gov.pl/pomoc-spoleczna/programy/program-wieloletni-pomoc-panstwa-w-zakresie-dozywiania/
http://www.mpips.gov.pl/pomoc-spoleczna/programy/program-wieloletni-pomoc-panstwa-w-zakresie-dozywiania/
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2. Cel, materiały badawcze i metodyka badań 

Celem pracy jest przedstawienie zadań programu rządowego wspiera-
jącego dożywianie ludności, w tym dzieci i młodzież w Polsce, oraz 
uzyskanych wyników tej pomocy. Zjawisko niedożywienia w naszym 
kraju na szerszą skalę zaczęło być widoczne wraz z postępującymi 
procesami transformacji systemowej. Niestety problem ten dotyczy 
głównie dzieci. Dożywianie odnosi się do uczniów pochodzących 
z rodzin żyjących w trudnych warunkach ekonomiczno-społecznych 
[Woynarowska 2003, s. 2; Kowalska 2007, s. 153]. Termin „doży-
wić”, inaczej „dokarmić”, oznacza uzupełnianie niedoborów produk-
tów żywnościowych w organizmie człowieka. Potrzeba dożywiania 
występuje głównie wśród osób pochodzących z rodzin żyjących w 
trudnych warunkach ekonomiczno-społecznych. W artykule posłużo-
no się danymi Ministra Pracy i Polityki Społecznej dotyczącymi pro-
gramu pomocowego, a także danymi pozyskanymi z wydawnictw 
Głównego Urzędu Statystycznego. Zmiany występujące w zapotrze-
bowaniu oraz pomocy państwa w zakresie dożywiania i środków fi-
nansowych w Polsce oraz z podziałem na województwa w badanych 
latach przedstawiono w formie tabelarycznej. Do analizy danych po-
służono się analizą skupień z wykorzystaniem aglomeracji i metody 
Warda (szacowanie odległości skupień oparte na analizie wariancji) 
oraz grupowania cech i obiektów.  

3. Rządowe programy pomocowe w Polsce i ich zadania 

Program wieloletni „Pomoc Państwa z zakresie dożywiania” został 
stworzony w 2006 r. jako kontynuacja rządowego programu wspiera-
nia gmin w dożywianiu uczniów, który powstał w 2002 r., a był pro-
gramem doraźnym realizowanym w okresach rocznych. Pierwszą 
edycję tego programu uruchomiono na okres 7 lat. Obecnie rząd prze-
dłużył jego realizację o kolejne lata, tj. do 2020 r. Głównym celem 
programu było i jest ograniczanie zjawiska niedożywienia wśród dzie-
ci i młodzieży oraz ich rodzin lub osób znajdujących się w trudnej 
sytuacji, zwłaszcza z terenów objętych wysokim poziomem bezrobo-
cia oraz ze środowisk wiejskich. Program ten zakłada objęcie doży-
wianiem wszystkich osób wymagających tej formy pomocy, tj.: 
• dzieci do lat 7,  
• uczniów do czasu ukończenia szkoły ponadgimnazjalnej, 
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• pozostałych osób otrzymujących pomoc na podstawie art. 7 usta-
wy o pomocy społecznej ze szczególnym uwzględnieniem osób 
samotnych, w podeszłym wieku, chorych lub niepełnosprawnych 
[Ustawa o pomocy… 2004].  
Osoby potrzebujące mogą otrzymywać pomoc w formie: posiłku, 

świadczenia pieniężnego na zakup posiłku lub żywności albo świad-
czenia rzeczowego w postaci produktów żywnościowych. Do bezpłat-
nej pomocy w formie posiłków kwalifikowane są dzieci, uczniowie  
z rodzin, których dochód na osobę w rodzinie nie przekracza 684 zł. 

4. Pomoc państwa w liczbach 

Według danych GUS w Polsce w 2013 r. żyło 38,5 mln ludzi, z czego 
z pomocy państwa w formie posiłku korzystało 856,3 tys. osób, tj. 
2,2%. Od 2001 r. liczba ludności zwiększyła się o 253,5 tys., a liczba 
korzystających z tej formy pomocy o 99,5 tys. Najwięcej osób korzy-
stających z pomocy w formie posiłku było w 2006 r., gdyż ponad 3% 
społeczeństwa. W 2013 r. w Polsce żyło 7895,7 tys. dzieci i młodzie-
ży do 19. roku życia (r.ż.), z czego z nieodpłatnych posiłków korzy-
stało 744,8 tys., co stanowiło 9,43%. Najwięcej dzieci korzystało z tej 
formy pomocy, podobnie jak wśród całego społeczeństwa, w 2006 r., 
kiedy to prawie 12% z nich otrzymywało bezpłatny posiłek (rys. 1  
i 2). 

 

 

Rys. 1. Liczba ludności oraz dzieci i młodzieży do 19. r.ż. ogółem żyjących w Polsce 
oraz liczba korzystająca z pomocy państwa (mln osób) 

Źródło: opracowanie własne na podstawie danych MPiPS, BDL.  
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Rys. 2. Udział liczby ludności ogółem oraz dzieci i młodzieży korzystających z pomocy 
państwa (%) 

Źródło: opracowanie własne na podstawie danych MPiPS, BDL. 
 
Jak pokazują dane MPiPS, głównym beneficjentem programu  

pomocowego w formie nieodpłatnych posiłków są dzieci i młodzież 
do 19. r.ż., gdyż w np. 2001 r. tę formę pomocy przyznano 756,8 tys. 
osobom, w tym aż 692,3 tys. dzieciom i młodzieży do 19. r.ż. Wynika 
z tego, że aż 91% wydanych posiłków trafiło właśnie do nich. W 2013 r. 
liczba osób objętych pomocą zmniejszyła się do 744,8 tys. osób,  
z czego dzieci i młodzież stanowili 87% wszystkich objętych. To, że 
liczba przyznanych posiłków uległa zmniejszeniu nie oznacza jednak, 
że liczba potrzebujących zmalała. Według danych organizacji PAH 
i fundacji DANONA „Podziel się posiłkiem” około 11%. uczniów, 
którym pomoc się należy, nie otrzymywało jej. Przyczyną nieotrzy-
mania posiłków są: brak środków finansowych, przekroczenie docho-
du na 1 osobę w rodzinie o przysłowiową złotówkę, brak możliwości 
dostarczenia posiłków do potrzebujących dzieci czy wstyd dzieci  
i niechęć pokazania, że potrzebują nieodpłatnych posiłków. 

W celu uzyskania możliwości porównania w czasie, przy zmienia-
jącej się liczbie osób potrzebujących pożywiania, jako miarę zróżnico-
wania analizowanych wielkości między województwami posłużono się 
odchyleniem standardowym (S(x)) w stosunku do wielkości średniej 
(�̅�). Po dokonaniu obliczeń dla wszystkich analizowanych wielkości 
wyodrębniono grupy województw, różniące się w sposób istotny po-
ziomem wielkości badanej cechy, niezależnie od jej średniego poziomu 
w danym roku (tabela 1). Wielkości powyżej średniej w Polsce w da-
nym roku podzielono na następujące grupy [Olszańska 2012, s. 160]: 
• grupa 1 – < �̅�, �̅�+1*S(x)), 
• grupa 2 – < �̅�+1*S(x) , �̅�+2*S(x)), 
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natomiast poniżej średniej na: 
• grupa – 1 – ( �̅�, �̅� – 1*S(x)>, 
• grupa – 2 – ( �̅� – 1*S(x) , �̅� – 2*S(x) >, 
• grupa – 3 – ( �̅� – 1*S(x) , �̅� – 2*S(x) >. 

Tabela 1. Zróżnicowanie w skali dożywiania udziału dzieci i młodzieży (do 19. r.ż.), 
którym przyznano pomoc w formie posiłku pomiędzy województwami w Polsce  
w latach 2001–2013  

Województwa 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 
Lubelskie -1 -1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
Podlaskie 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 2 
Łódzkie -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 
Małopolskie 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 
Mazowieckie -2 -2 -2 -2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
Podkarpackie 2 2 2 2 1 1 2 2 1 1 1 1 1 
Pomorskie 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
Warmińsko- 
-mazurskie 2 2 1 2 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 

Kujawsko- 
-pomorskie -1 -1 1 1 -2 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 

Lubuskie -1 -2 -1 -2 -2 -2 -2 -2 -1 -2 -2 -1 -1 
Śląskie -2 -1 -2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 
Wielkopolskie 1 1 1 1 1 -1 -2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 
Zachodnio- 
pomorskie 1 1 1 1 1 1 -1 -2 -3 -1 -1 -1 -1 

Dolnośląskie 1 -1 -1 -2 -1 -2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 
Opolskie -3 -2 -3 -2 -1 -1 -1 -1 -3 -2 -2 -2 -2 
Świętokrzyskie 1 -1 -1 -1 -2 -3 -3 -2 -1 -2 -2 -2 -3 

Źródło: opracowanie własne na podstawie danych MPiPS. 
 
W analizowanych latach wysoki udział dzieci i młodzieży w licz-

bie nieodpłatnych posiłków przyznanych ogółem, gdyż ponad 90%, 
występował w województwach, tzw. bloku wschodniego: lubelskim, 
podlaskim, podkarpackim oraz warmińsko-mazurskim. Najmniejszy 
natomiast, co nie oznacza, że mały, gdyż około 3/4 wszystkich świad-
czeń, otrzymywały dzieci i młodzież z województw: świętokrzyskie-
go, opolskiego i dolnośląskiego.  

Przeprowadzono analizę grupowania obiektów i cech. Analiza ta 
pozwoliła pogrupować wysokość otrzymanych środków przyznanych 
na posiłki dla jednego dziecka zarówno w poszczególnych latach, jak i 
województwach (rys. 3). Analiza grupowania wyłoniła 5 grup istotnie 
różniących się wielkością przyznanych środków na dożywienie jedne-
go ucznia.  

Z analizy danych wynika, że z biegiem lat ilość środków przezna-
czanych na dożywianie rosła we wszystkich województwach. Były 
jednak istotne różnice w ich wysokości. W latach 2001–2004 kwota 
przypadająca na jednego ucznia w zależności od województwa wahała 
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Wyniki grupowania obiektów i cech
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Rys. 3. Środki wydatkowane na posiłek jednego ucznia w poszczególnych  
województwach (zł/rok) 

Źródło: opracowanie własne na podstawie danych MPiPS.  
 

się średnio od 168 zł do nawet 329 zł rocznie. Najmniej na dożywia-
nie otrzymały województwa wschodniej Polski, tj. lubelskie, podkar-
packie, warmińsko-mazurskie; następnie województwa centralnej 
Polski: kujawsko-pomorskie, mazowieckie, łódzkie, a najwięcej wo-
jewództwa zachodniej i południowo-zachodniej Polski, tj. zachodnio-
pomorskie, śląskie, dolnośląskie, a także lubuskie i wielkopolskie. 
Natomiast w latach 2012–2013 wysokość środków zwiększyła się w 
niektórych województwach nawet dwa i pół razy. Do województw 
tych należały: lubelskie, małopolskie, podkarpackie, warmińsko- 
-mazurskie oraz świętokrzyskie. Najmniejszy wzrost wystąpił nato-
miast w województwach: śląskim i pomorskim. Mimo istotnego wzro-
stu środków na dożywianie, w niektórych województwach Polski 
wschodniej wysokość dotacji w dalszym ciągu była jedną z najniż-
szych. W 2013 r. najmniej otrzymały województwa: kujawsko-
pomorskie, pomorskie, lubelskie, podkarpackie, świętokrzyskie oraz 
podlaskie, natomiast najwięcej: dolnośląskie, lubuskie, wielkopolskie 
oraz zachodniopomorskie. 

Dokonano również analizy tego, jak w poszczególnych latach  
i województwach kształtowały się opłaty za jeden posiłek (rys. 4). 
W Polsce średnie kwoty przyznane na jeden posiłek w latach 2001–2013 
kształtowały się od 1,87 zł w 2001 r. do 3,84 zł w 2013 r. Kwoty po-
wyżej średniej krajowej otrzymały województwa: dolnośląskie, lubu-
skie, opolskie, śląskie wielkopolskie i zachodniopomorskie. Również 
w latach 2008–2013 małopolskie, a w 2001–2006 – mazowieckie. 
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Wyniki grupowania obiektów i cech
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Rys. 4. Średnia kwota przyznana na posiłek w poszczególnych województwach  
w latach 2001–2013 (zł) 

Źródło: opracowanie własne na podstawie danych MPiPS. 
 
Z analizy wyłoniono cztery grupy województw o podobnych wiel-

kościach środków przyznanych na jeden posiłek dla potrzebujących 
dzieci i młodzieży do 19. r.ż. Największą kwotę otrzymały wojewódz-
twa: dolnośląskie i zachodniopomorskie, gdzie w 2013 r., na jeden 
posiłek przeznaczono powyżej 4,5 zł, najniższe natomiast nie przekra-
czające 3,30 zł województwa: kujawsko-pomorskie, lubelskie, pod-
karpackie, pomorskie i świętokrzyskie. Analizując rys. 2, można zau-
ważyć, że województwa w całym badanym okresie można podzielić 
na 3 grupy. Województwa o najniższych kwotach, do których zaliczyć 
można województwa: kujawsko-pomorskie, lubelskie, podkarpackie, 
pomorskie i świętokrzyskie. Województwach, w których kwoty 
kształtowały się na poziomie zbliżonym do średniej krajowej, tj. łódz-
kie, warmińsko-mazurskie, małopolskie, mazowiecki i podlaskie oraz 
województwa o najwyższych kwotach przyznanych na jeden posiłek, 
tj. dolnośląskie, zachodniopomorskie, opolskie, śląskie, lubuskie i 
wielkopolskie. 

Stosując analizę skupień, podzielono województwa na grupy po-
dobne. Analiza skupień to metoda aglomeracyjna, a jej wynikiem jest 
drzewo hierarchiczne, z którego wydzielono grupy podobne, w tym 
przypadku województwa. Do obliczenia podobieństw zastosowano 
metodę Warda, dobrze ukazującą rzeczywiste struktury danych. 

Do analizy przyjęto następujące parametry z lat 2001 i 2013: 
• liczba uczniów w wieku od 0–19 lat w województwie, 
• liczba dzieci i młodzieży którym przyznano świadczenia, 
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• liczba i kwota świadczeń przyznanych w danym roku, 
• liczba rodzin i liczba osób w rodzinie, którym przyznano świad-

czenie. 
Dane z 2001 r. wyłoniły 4 zasadniczo różniące się grupy (rys. 5). 

Do pierwszej z nich zaliczono województwa: dolnośląskie i zachod-
niopomorskie oraz małopolskie i wielkopolskie. Województwa te są 
podobne pod względem liczby osób, które otrzymały świadczenie w 
formie posiłków, wysokości tych świadczeń oraz liczby rodzin, które 
otrzymały tę formę pomocy.  

 
Diagram drzewa
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Rys. 5. Grupowanie województw podobnych pod względem dożywiania dzieci  
i młodzieży w 2001 r.  

Źródło: opracowanie własne na podstawie danych MPiPS oraz BDL. 

 
Druga grupa, największa, liczyła aż 6 województw: kujawsko- 

-pomorskie, podkarpackie, pomorskie oraz trochę odbiegające od nich 
lubelskie, warmińsko-mazurskie oraz łódzkie. Województwa te 
otrzymały podobną liczbę (4,5–6,8 mln) oraz kwotę świadczeń (8,3–
11 mln zł), zamieszkuje je również podobna liczba dzieci i młodzieży 
do 19. r.ż.  

Kolejna grupa to województwa mazowieckie i śląskie. Są to wo-
jewództwa, które zamieszkuje największa liczba dzieci i młodzieży, 
gdyż ponad 1,2 mln w każdym z województw. Również kwoty przy-
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znanych świadczeń i ich liczba były najwyższe i wahały się kolejno 
od 17,6 do 19,5 mln zł dla kwoty świadczeń oraz do 7,3 do 9,9 mln 
dla uzyskanych świadczeń.  

Do ostatniej grupy zaliczono województwa podlaskie i święto-
krzyskie oraz z mniejszym podobieństwem lubuskie i opolskie. Wo-
jewództwa te charakteryzują się najmniejszą liczbą dzieci i młodzieży 
ogółem, a także podobną liczbą osób, które otrzymały posiłek. Kwoty 
przyznanych świadczeń były najniższe i wahały się w granicach 2,5– 
–6,4 mln zł.  

Dokonując natomiast analizy danych z 2013 r., zaobserwowano, 
że zwiększyła się liczba wydzielonych grup, oraz że nastąpiły w nie-
których z nich pewne przetasowania (rys. 6).  

 
Diagram drzewa
Metoda Warda

Odległość euklidesowa
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Rys. 6. Grupowanie województw podobnych pod względem dożywiania dzieci  
i młodzieży w 2013 r.  

Źródło: opracowanie własne na podstawie danych MPiPS oraz BDL. 
 

Pierwsza grupa podobnych województw, to tak jak w 2001 r.:  
dolnośląskie i zachodniopomorskie do których dołączyły wojewódz-
twa łódzkie oraz pomorskie. W województwach tych liczba osób, 
którym przyznano świadczenia, wahała się w granicach 34,8–49,0 tys. 
Liczba przyznanych świadczeń w ciągu roku mieściła się w granicach 
4,5–6,7 mln, a ich kwota to 21,7–22,4 mln zł. Są to województwa 
średnie pod względem liczby dzieci i młodzieży. Ich liczba waha się 
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w granicach od 344,6 tys. w województwie zachodniopomorskim do 
554,6 w dolnośląskim.  

Do grupy drugiej zaliczono województwa kujawsko-pomorskie 
i lubelskie, jako najbardziej podobne, oraz z mniejszym podobień-
stwem warmińsko-mazurskie i podkarpackie. Województwa w tej 
grupie są podobne pod względem zarówno liczby dzieci i młodzieży 
zamieszkującej te regiony, jak i liczby osób, którym przyznano świad-
czenia w formie posiłków. Również kwoty tych świadczeń były zbli-
żone. Grupa tych województw miała wyższe świadczenia w porówna-
niu z grupą wcześniejszych województw zarówno pod względem licz-
by osób, jak i ich kwot. Jednak liczba dzieci i młodzieży zamieszkują-
ca te tereny była mniejsza w porównaniu z pozostałymi wojewódz-
twami w Polsce.  

Trzecia grupa zawiera 3 województwa: małopolskie, wielkopol-
skie i śląskie. Województwa te charakteryzowały się podobną liczbą 
(7,5–7,8 mln) przyznanych świadczeń, a także ich wielkością (31,6– 
–33,2 mln zł). W województwach tych również wystąpiła podobna 
liczba osób w rodzinie, którym przyznano świadczenie.  

Do czwartej grupy zaliczono tylko jedno województwo: mazo-
wieckie, które znacznie odbiegało od pozostałych pod względem wy-
branych do analizy parametrów. Ostatnia grupa to województwa pod-
laskie i świętokrzyskie oraz z mniejszym podobieństwem lubuskie  
i opolskie. Są to województwa, które po 12 latach w dalszym ciągu 
uważane są za podobne pod względem badanych parametrów. 

5. Podsumowanie 

Dożywianie dzieci i młodzieży to bardzo ważny element polityki pań-
stwa. Program, który na początku miał był krótkim epizodem okazał 
się bardzo ważnym przedsięwzięciem w walce z głodem, zwłaszcza 
wśród dzieci i młodzieży. Dzięki zmianie w 2006 r. programu reali-
zowanego w okresach rocznych i powstaniu programu wieloletniego 
można w lepszy sposób wydatkować środki przeznaczone na ten cel. 
Program miał być realizowany do 2013 r., rząd postanowił go jednak 
przedłużyć o kolejne 6 lat, tj. lata 2014–2020. Na ten cel przeznaczo-
no 5,5 mld zł, z czego państwo ma dostarczyć 3,9 mld zł, a pozostałe 
1,6 mld zł mają wyłożyć samorządy.  

Wieloletni program rządowy „Pomoc państwa w zakresie doży-
wiania” jest słuszny i ważny z perspektywy niedożywionych dzieci, 
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jednak trzeba byłoby się również zastanowić nad tym, czy nie należa-
łoby skupić się bardziej na pomocy rodzinie w inny sposób, np. na 
zapewnieniu pracy osobom dorosłym, aby rodzice mogli sami zabez-
pieczyć byt swoim dzieciom. Rozbudowywanie nowych form pomocy 
w dłuższej perspektywie czasu nie przyniesie nic dobrego. Dzieci ży-
jące w ubóstwie będą powielać błędy swoich rodziców, uzależniając 
się od systemu pomocy społecznej, co sprawi, że bieda stanie się zja-
wiskiem przekazywanym z pokolenia na pokolenie. Bezradność oraz 
uzależnienie od pomocy społecznej i państwa niekorzystnie wpływa 
na samoocenę osób żyjących w ubóstwie, a w konsekwencji może 
doprowadzić ich do izolacji i wykluczenia społecznego.  

Problem niedożywienia dzieci jest bardzo złożony. Przyczyny tego 
zagadnienia leżą w wielu sferach naszego życia. Skuteczne rozwiąza-
nia problemu niedożywienia dzieci są więc zależne od wymiany do-
świadczeń i zaangażowania różnych podmiotów nie tylko rządowych, 
lecz także samorządowych, pozarządowych i komercyjnych. Poprzez 
współpracę tych podmiotów należy tworzyć rozwiązania, które warto 
upowszechniać i usprawniać tak, by mogły w przyszłości być jeszcze 
bardziej skuteczne w rozwiązaniu problemu niedożywienia dzieci.  

Ważne jest, żeby pomagać mądrze i nie doprowadzić do sytuacji 
podobnej jak w innych krajach, tj. Szwecja czy USA, gdzie prowa-
dzone przez państwo usługi społeczne stały się nieskuteczne i nieefek-
tywne. Obecnie kraje Europy Zachodniej zaczynają zastanawiać się 
nad redukcją rozbudowanych systemów socjalnych, ponieważ na sku-
tek ich stosowania przez kilkadziesiąt lat wiele rozwiniętych gospoda-
rek uległo osłabieniu. 
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STATE AID FOR CHILDREN AND YOUTH IN TERMS  
OF FEEDING IN POLAND 

Summary: The growing problem of malnutrition has been observed in Poland for many 
years. This has been a growing problem in Poland. This phenomenon has been more 
widely observed together with progressive economic system transformation processes. 
Currently, about 2 million people live in extreme poverty, and 5 million are struggling 
with difficult living conditions. Economic poverty risk more often affects young people 
including children, than the elderly. There were 162 thousand of students covered  
by meals, i.e. 7,4% of all, 11% of children in need received no feeding, because of  
shortages of funds. The aim of the paper is to present a government program for feeding 
the population, including children and young people in Poland as well as present the 
results of this assistance. The article will use data of the Ministry of Labour and Social 
Policy on outreach programs, as well as data obtained from publications of the CSO. 

Keywords: government program, feeding, food subsidies. 
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Streszczenie: W opracowaniu poddano analizie przede wszystkim zmiany infrastruktury 
edukacyjnej i jej wykorzystania w województwie dolnośląskim na tle Polski ogółem, jakie 
nastąpiły w okresie 1999–2012, tj. od reformy szkolnictwa i podziału administracyjnego 
kraju. Szczególną uwagę zwrócono na obszary wiejskie, ponieważ wykształcenie ich 
mieszkańców wyraźnie odbiega od poziomu krajowego. Celem opracowania była ocena, 
czy młodzi mieszkańcy wsi mają podobne możliwości edukacyjne do mieszkańców kraju 
ogółem oraz z czego wynikają różnice w poziomie ich wykształcenia. Analizą objęto 
edukację dzieci i młodzieży począwszy od wychowania w żłobkach, a na wykształceniu 
średnim kończąc. W oparciu o dane GUS wykazano częściową poprawę warunków  
i możliwości edukacyjnych, także na wsi, gdzie np. większa część dzieci objęta została 
wychowaniem przedszkolnym. 

Słowa kluczowe: infrastruktura edukacyjna, wieś, województwo dolnośląskie, reforma 
edukacyjne, nauczanie języków obcych. 

1. Wstęp 

Rozwój współczesnej gospodarki w coraz większym stopniu opiera 
się na czynniku pracy, rozumianym obecnie częściej jako kapitał 
ludzki, a nie siła robocza. Kapitał ludzki budują: wiedza, umiejętności 
i zdolności przydatne do wykonywania pracy użytecznej. Jednym  
z podstawowych źródeł zdobywania wiedzy i miejscem kształtowania 
postaw ludzi jest szkoła. Wykształcenie jest ważnym wyróżnikiem 
potencjalnych umiejętności. Powinno ono mieć charakter permanent-
ny i to nie tylko w mieście, lecz także, a może przede wszystkim, na 
terenach wiejskich [Gołębiewska, Klepacki 2005]. 

Edukacja jest definiowana jako „wychowanie, kształcenie; ogół 
czynności i procesów mających na celu przekazywanie wiedzy, 
kształtowanie określonych cech i umiejętności” [Encyklopedia... 2005, 
s. 407]. Na wsi występuje szereg czynników wpływających negatyw-
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nie na szanse edukacyjne jej mieszkańców, zwłaszcza dzieci. Pierw-
szym z nich jest przeciętnie niższe niż w miastach wykształcenie ro-
dziców, drugim – obejmujące mniejszą część dzieci wychowanie 
przedszkolne nieco korygujące pierwszy czynnik. Dochodzą do tego 
trudności z dotarciem do szkoły wynikające z konieczności pokony-
wania większych odległości. Zdaniem Kowalewskiego [2009] im 
mniejsze jest środowisko, z którego wywodzą się dzieci i młodzież, 
tym trudniejszy jest powszechny dostęp do instytucji edukacyjnych. 

2. Zakres analizy 

Opracowanie ma na celu analizę szans edukacyjnych głównie mło-
dych mieszkańców wsi. Posłużono się w nim danymi GUS z zakresu 
wychowania i edukacji dzieci i młodzieży objętych opieką żłobkową  
i przedszkolną oraz edukacją aż do poziomu szkoły średniej. Zakres 
przestrzenny dotyczył województwa dolnośląskiego i kraju ogółem 
z wyodrębnieniem obszarów wiejskich, a zakres czasowy – lat 1999– 
–2001 i 2010–2012, z uwzględnieniem spisów powszechnych prze-
prowadzonych w 2002 i 2011 r. Dla porównania zmian dostosowania 
infrastruktury szkolnej do potrzeb edukacyjnych dzieci i młodzieży 
przyjęto trzyletnie okresy badań, głównie w celu eliminacji rocznych 
wahań demograficznych. Jak wiadomo wyprzedzają one procesy do-
stosowawcze infrastruktury. Początek okresu analizy wyznaczył rok 
1999, w którym wprowadzono dwie, istotne dla prowadzonych badań, 
reformy: podziału administracyjnego kraju i systemu oświaty.  

3. Poziom wykształcenia mieszkańców wsi  
na tle kraju ogółem 

Wykształcenie jest fundamentem jakości życia. Jego poziom ma 
wpływ na sytuację ekonomiczną ludności i umiejętność radzenia sobie 
z wyzwaniami zmieniającej się rzeczywistości. Z kolei brak wykształ-
cenia często prowadzi do wykluczenia społecznego i pogłębiania ubó-
stwa, zwłaszcza na popegeerowskich terenach wiejskich. 

Narodowy Spis Powszechny przeprowadzony w 2011 r. (NSP 
2011) wykazał, że niespełna 10% mieszkańców wsi w Polsce legity-
mowało się wykształceniem wyższym (rys. 1). W porównaniu z wy-
nikami NSP 2002 ich odsetek wzrósł o 5,7 pp. Mimo tak wyraźnej 
poprawy, ludność wiejska wciąż posiada niższy poziom wykształcenia 
od mieszkańców kraju ogółem, wśród których 17% miało wykształce-
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nie wyższe w 2011 r., a w 2002 r. – 10%. Odsetek osób, których eduka-
cja zakończyła się na poziomie gimnazjalnym bądź niższym, wyniósł 
w 2011 r. 38% na wsi wobec 30% średnio w kraju. 

Wykształcenie średnie lub wyższe według NSP 2011 było już 
udziałem 48,6% Polaków i 49,6% mieszkańców województwa dolno-
śląskiego. Mieszkańcy województwa ogółem prezentowali wyższy 
poziom wykształcenia niż średnio w kraju, pomimo że odsetek osób, 
które skończyły przynajmniej szkołę średnią, zwiększył się od 2002 r. 
o 6,4 pp. w wojewodztwie dolnośląskim i o 7,3 pp. w Polsce ogółem. 
Mieszkańcy dolnośląskiej wsi prezentowali nieco wyższy poziom 
wykształcenia niż ogół ludności wiejskiej w Polsce – wykształcenie 
co najmniej średnie deklarowało odpowiednio 37,3% ludności woje-
wództwa i 35,5% populacji kraju. Odsetek takich osób wzrósł w okre-
sie międzyspisowym szybciej w wojewodztwie dolnośląskim niż  
w kraju (o 10,2 pp. wobec 9,8 pp.). Warto zatem zastanowić się, dla-
czego opisywane zmiany zachodziły na terenach wiejskich wojewodz-
twa dolnośląskiego bardziej dynamicznie niż na wsi w kraju ogółem,  
a także szybciej niż wśród ogółu dolnośląskiego społeczeństwa. Struk-
turę ludności według poziomu wykształcenia w Polsce i wojewódz-
twie dolnośląskim w latach 2002 i 2011 prezentuje rys. 1. 
 

 
Rys. 1. Struktura ludności w wieku 13 lat i więcej według poziomu wykształcenia 
na podstawie spisów powszechnych (NSP 2002, NSP 2011) 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Ludność... 2013, s. 165–169]. 
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4. Infrastruktura edukacyjna i jej dostosowanie  
do zmian demograficznych 

Od chwili narodzin człowiek uczy się otaczającego go świata, naj-
pierw dzięki rodzicom, a następnie korzystając z pomocy zewnętrznych 
placówek opiekuńczych, wychowawczych i edukacyjnych. Pierwszym 
miejscem zbiorowej opieki są żłobki, do których przyjmuje się dzieci 
od 20 tygodnia życia do skończenia przez nie 3 lat. Niestety liczba 
placówek publicznych, zwłaszcza na wsi, drastycznie zmalała w okre-
sie 1999–2012 (tabela 1). W województwie dolnośląskim w latach 
2010–2012 nie prowadzono poza miastami ani jednej takiej placówki, 
pomimo że liczba dzieci w wieku 0–2 lata na dolnośląskiej wsi wzro-
sła od lat 1999–2001 średnio o 6,5%. Sytuacja ta jest zadziwiająca, bo 
w województwie dolnośląskim niższa niż przeciętnie w kraju była 
obsada dzieci w żłobkach i dużo wyższy udział dzieci w wieku 0–2 
lata objętych opieką żłobkową. Przeprowadzone w czerwcu 2011 r. 
badanie 734 matek dzieci w wieku 4–36 miesięcy daje pewien pogląd 
na tę sprawę [www.nutricia.com.pl]. Okazuje się, że 52% z nich nie 
chciało posłać dziecka do żłobka. Najgorzej oceniane przez matki 
były żłobki publiczne za niedostateczną opiekę nad dziećmi i zbyt 
dużą liczbę dzieci w tych placówkach. Spośród badanych 19% przy-
znało, że ich dzieci nie spotykają się z rówieśnikami na placu zabaw, 
na wsi nie widzi takiej potrzeby 26% matek. 

Kolejnym ważnym etapem w rozwoju młodego człowieka jest 
edukacja przedszkolna. Dzieciom w wieku 3–6 lat rodzic nie jest już 
w stanie zastąpić kontaktu z rówieśnikami i rozwijać jego zdolności 
tak, jak  wykwalifikowany  pedagog.  Widząc  to, rodzice coraz chętniej 

 

Tabela 1. Publiczne placówki żłobkowe i liczba dzieci w wieku 0–2 lata w Polsce  
oraz w województwie dolnośląskim 

Wyszczególnienie 
Polska ogółem Polska wieś Dolnośląskie 

ogółem 
Dolnośląskie  

wieś 
1999–
2001 2010–2012 1999–

2001 
2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

Żłobki i oddziały  
żłobkowe 775 546 6 2 75 73 2 0 
Dzieci w placówkach 52 496 59 243 176 64 5 780 7 050 51 0 
Dzieci/placówkę 68 109 29 32 77 97 25 0 
Dzieci w wieku 0–2 lata 1 150 363 1 234 716 521 303 517 171 79 262 88 520 27 303 29 071 
Dzieci w placówkach/ 
dzieci ogółem w wieku 
0–2 lata (w %) 4,56 4,80 0,03 0,01 7,29 7,96 0,19 0,00 

Źródło: opracowanie własne na podstawie BDL i [Oświata... 2000, 2001, 2002, 2011, 2012, 
2013]. 
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korzystają z oferty edukacyjnej rosnącej liczby przedszkoli. W latach 
1999–2012 przybyło w Polsce średnio 9,4% placówek przedszkolnych 
i 29,6% uczęszczających do nich dzieci (tabela 2). Szybszy przyrost 
liczby przedszkolaków niż przedszkoli spowodował, że w okresie 
2010–2012 przeciętna placówka mieściła aż 58 dzieci, a na jednego 
nauczyciela przypadało ich 15. Na wsi zredukowana ilość przedszkoli 
mieściła wprawdzie mniej liczne grono wychowanków niż w kraju ogó-
łem (średnio 34 dzieci na placówkę), ale nauczyciele byli w nich bar-
dziej obciążeni (16 przedszkolaków na etat nauczycielski). 

W województwie dolnośląskim zaszły w analizowanym okresie 
bardziej korzystne zmiany w infrastrukturze przedszkolnej. Placówek 
przybyło w całym województwie, w tym również na terenach wiej-
skich odpowiednio o 17,4% i 1,9%. Nie poprawiło to jednak obsady 
dzieci na placówkę i obciążeń wychowawców. Na dolnośląskiej wsi w 
okresie 2010–2012 wskaźniki te kształtowały się wprawdzie podobnie 
jak na terenach wiejskich średnio w kraju, ale odsetek dzieci objętych 
wychowaniem przedszkolnym był w województwie dolnośląskim 
wyraźnie niższy od krajowego (62,6% wobec 70,2%). 

Problem braku przedszkoli na wsi występuje również w innych 
krajach europejskich. Nawet w krajach skandynawskich, znanych ze 
skutecznej i szerokiej sieci usług przedszkolnych, istnieje wyraźna 
różnica w dostępie do nich dzieci na terenach wiejskich i w miastach. 
W raporcie Poverty and social exclusion in rural areas [2008] czyta-
my, że na przykład w Norwegii w 2003 r. udział przedszkolaków 
wśród dzieci w wieku 3–5 lat wyniósł w Oslo 76%, a w regionie wiej-
skim Aust-Agder – 52%. 

Tabela 2. Publiczne placówki przedszkolne i liczba dzieci w wieku 3–6 lat w Polsce  
i w województwie dolnośląskim 

Wyszczególnienie 
Polska ogółem Polska wieś Dolnośląskie 

ogółem 
Dolnośląskie  

wieś 
1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

Przedszkola i oddziały 
przedszkolne 18 111 19 820 11 355 10 838 1 084 1 273 537 544 
Dzieci w placówkach 883 812 1 145 419 277 872 363 720 63 274 83 009 13 507 18 505 
Dzieci/placówkę 49 58 25 34 58 65 25 34 
Dzieci/etat nauczycielski 13 15 14 16 13 15 14 16 
Dzieci w wieku 3–6 lata 1 277 386 1 216 649 585 923 518 266 89 216 87 628 31 015 29 563 
Dzieci w placówkach/ 
dzieci ogółem w wieku 
3–6 lat (w %) 69,2 94,1 47,4 70,2 70,9 94,7 43,5 62,6 

Źródło: opracowanie własne na podstawie BDL i [Oświata... 2000, 2001, 2002, 2011, 2012, 
2013]. 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 

STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

62 Agnieszka Tarnowska 

Edukacja przedszkolna dzieci do lat 5 jest dobrowolna. Od 2011 r. 
istnieje jednak obowiązek przedszkolny dla starszych dzieci. Z kolei 
nauka w systemie powszechnym jest obowiązkowa dla wszystkich 
osób aż do ukończenia 18 roku życia. Obowiązek szkolny wynika z 
Ustawy z dnia 7 września 1991 r. o systemie oświaty (Dz. U. Nr 95, 
poz. 425 ze zm.). Mimo to współczynniki skolaryzacji w szkołach 
podstawowych w 2012 roku nie były zadowalające, zwłaszcza na te-
renach wiejskich. Współczynnik skolaryzacji netto1 na wsi w Polsce 
wyniósł wówczas 82,75. Jeszcze niższy był na wsi dolnośląskiej 
(74,67).  

Zakres czasowy opracowania obejmuje lata, w których obowiązek 
szkolny dotyczył dzieci od ukończenia przez nie 7 roku życia, zakres 
przedmiotowy – placówek prowadzących naukę aż do uzyskania ma-
tury. Zgodnie z rys. 2 jest kilka ścieżek prowadzących do egzaminu 
dojrzałości i trwających w nowym systemie od 12 do 15 lat nauki. Od 
1 września 2014 r. do szkół podstawowych, w myśl wspomnianej wy-
żej ustawy, mają obowiązek uczęszczać sześciolatki. Ta regulacja, bu- 
 

 
Rys. 2. Zmiana systemu edukacji powszechnej w Polsce po 1999 r. 

Źródło: schemat opracowany na zlecenie Biura Uznawalności wykształcenia i Wymiany 
Międzynarodowej, czerwiec 2002 [http://www.buwiwm.edu.pl/sdd/schemat.htm, 
dostęp 25.09.2014]. 

                                                           
1 Współczynnik skolaryzacji netto to relacja liczby uczących się na danym poziomie 

kształcenia (w danej grupie wiekowej) do liczby ludności w grupie wiekowej odpowiada-
jącej temu poziomowi nauczania. Nie uwzględnia zatem uczniów powtarzających klasę. 
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dząca sporo kontrowersji, powinna m.in. służyć wyrównywaniu szans 
edukacyjnych dzieci wiejskich. 

W latach 2010–2012 szkolnictwo podstawowe w Polsce dyspono-
wało średnio 13,8 tys. placówek, do których uczęszczało 176,5 tys. 
uczniów (tabela 3). Z tego szkoły podstawowe na terenach wiejskich 
stanowiły 66,5%, a uczniowie 40,0% ogółu. W porównaniu z okresem 
1999–2001 liczba szkół w kraju zmniejszyła się o 18,3%, a uczniów 
ubyło o 36,4%. Na wsi redukcja placówek była proporcjonalnie więk-
sza, tj. o 20,0%, a uczniów było o 36,2% mniej niż w okresie bazo-
wym. Znaczący spadek liczby dzieci w szkołach podstawowych ko-
rzystnie wpłynął na komfort nauczania. Wskaźniki obsady uczniów na 
szkołę i na pomieszczenie szkolne poprawiły się w Polsce ogółem i na 
terenach wiejskich. Przy tym warto zauważyć, że „kameralne” szkoły 
podstawowe na wsi w całym analizowanym okresie pozytywnie od-
różniały się na tle stosunkowo dużych i ciaśniejszych szkół w kraju 
ogółem. Negatywnym aspektem tych zmian było łączenie w szkołach 
wiejskich klas od 1 do 3 ze względu na małą liczbę dzieci i brak nau-
czycieli specjalizujących się w nauczaniu konkretnych przedmiotów. 
Nierzadko jeden nauczyciel prowadził kilka przedmiotów.  

Odbywająca się w szkołach nauka języków obcych ma charakter 
obowiązkowy, gdy wynika z programu nauczania lub dodatkowy, jeśli 
dyrektor dysponuje ponadwymiarowymi godzinami nauczania. Zau-
ważono, że w analizowanym okresie liczba dzieci korzystających  
z dodatkowych godzin nauki języków zmniejszyła się o 26,2% w Polsce 

Tabela 3. Szkoły podstawowe i uczniowie szkół podstawowych w Polsce  
i województwie dolnośląskim 

Wyszczególnienie 
Polska ogółem Polska wieś Dolnośląskie 

ogółem 
Dolnośląskie 

wieś 
1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

Szkoły 16 827 13 753 11 436 9 144 1 037 807 556 415 
Pomieszczenia szkolne 178 838 176 527 92 305 91 036 12 542 12 132 4 936 4 648 
Nauczyciele b.d. 171 943 b.d. b.d. b.d. 11 085 b.d. b.d. 
Uczniowie 3 430 093 2 180 054 1 367 928 872 217 241 902 147 632 69 056 4 3182 
Uczący się dodatkowo  
języków 380 080 280 397 167 669 133 458 20 519 22 674 6 378 8 181 
Uczący się dodatkowo  
języków/uczniów 0,11 0,13 0,12 0,15 0,08 0,15 0,09 0,19 
Absolwenci 621 340 378 964 226 664 156 070 45 376 25 964 11 701 7 626 
Uczniowie/szkołę 204 159 120 95 233 183 124 104 
Uczniowie/pomieszczenie 19 12 15 10 19 12 14 9 
Uczniowie/nauczyciela b.d.  13 b.d.  b.d.  b.d.  13 b.d.  b.d.  
Absolwenci/uczniów 0,18 0,17 0,17 0,18 0,19 0,18 0,17 0,18 

Źródło: opracowanie własne na podstawie BDL i [Oświata... 2000, 2001, 2002, 2011, 2012, 
2013]. 
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ogółem, w tym o 20,4% na wsi. W województwie dolnośląskim odno-
towano wszakże poprawę w tym względzie, bo uczących się dodat-
kowo języków obcych przybyło o 10,5% ogółem i o 28,3% na wsi.  
W tym ostatnim przypadku wskaźnik udziału tych uczniów do ogółu 
uczących się w placówkach danej kategorii wzrósł z 0,09 do 0,19. 

Ustawa z dnia 8 stycznia 1999 roku – Przepisy wprowadzające re-
formę ustroju szkolnego (Dz. U. Nr 12, poz. 96, ze zm.) zastąpiła po-
wszechny system dwustopniowej edukacji z ośmioletnią szkołą pod-
stawową i ponadpodstawowymi liceami, technikami oraz zasadni-
czymi szkołami zawodowymi, systemem trójstopniowym z sześcio-
letnią szkołą podstawową, trzyletnim gimnazjum i szkołami ponad-
gimnazjalnymi. Gimnazja stanowią drugi obowiązkowy poziom edu-
kacji szkolnej w Polsce. W latach 1999–2001 było ich w kraju średnio 
6,3 tys. (tabela 4), w tym 45,3% na obszarach wiejskich. Liczba szkół 
wzrosła w okresie 2010–2012 do 7,5 tys., tj. o 18,4%, w tym na tere-
nach wiejskich gimnazjów przybyło więcej, bo o 23,3%. Udział tych 
ostatnich w ich ogólnej liczbie wzrósł tym samym do 47,2%. Powięk-
szyło się również grono uczniów w tych placówkach – o 3,3% w skali 
kraju, w tym o 15,8% na wsi. Gimnazja wiejskie były statystycznie 
mniejsze niż średnio w Polsce, ale warunki nauczania porównywalne. 
W jednym pomieszczeniu szkolnym uczyło się średnio po 15 osób 
i wskaźnik ten poprawił się w stosunku do okresu bazowego. Samo-
rządy finansujące te placówki mogą jednakże uznać, że zwiększanie 
liczby szkół i pomieszczeń było nieuzasadnione, bo nie są one 
w ostatnich latach w pełni wykorzystywane. 

Tabela 4. Gimnazja i uczniowie gimnazjów w Polsce i w województwie dolnośląskim 

Wyszczególnienie 
Polska ogółem Polska wieś Dolnośląskie 

ogółem 
Dolnośląskie  

wieś 
1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

Szkoły 6 343 7 508 2 872 3 542 450 497 140 151 
Pomieszczenia szkolne 47 086 83 421 15 157 29 471 3 841 6 396 769 1 319 
Nauczyciele b.d. 104 867 b.d. b.d. b.d. 7 092 b.d. b.d. 
Uczniowie 118 7512 1 226 920 370 804 429 443 86 656 84 954 16 213 17 302 
Absolwenci - 419 716 - 149 206 - 28 861 - 5 958 
Uczniowie/szkołę 187 163 129 121 193 171 116 115 
Uczniowie/pomieszczenie 25 15 24 15 23 13 21 13 
Uczniowie/nauczyciela b.d.  11,7 b.d.  b.d.  b.d.  12,0 b.d.  b.d.  
Absolwenci/uczniów - 0,34 - 0,35 - 0,34 - 0,34 

Źródło: opracowanie własne na podstawie BDL i [Oświata... 2000, 2001, 2002, 2011, 2012, 
2013]. 
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Zmiany w infrastrukturze szkolnej na poziomie gimnazjalnym  
w województwie dolnośląskim przebiegały zgodnie z kierunkiem 
zmian krajowych, ale mniej intensywnie. Liczba placówek wzrosła  
w województwie ogółem o 10,4%, w tym o 7,9% na wsi. Uczniów 
ogółem ubyło o 2,0%. Wyraźnie zmniejszyła się ich średnia liczba  
w szkołach i klasach. Na wsi liczba gimnazjalistów wzrosła o 6,7%. 
Nie wpłynęło to istotnie na zagęszczenie uczących się w tych placów-
kach dzieci, ale wraz ze znacznym wzrostem liczby pomieszczeń 
szkolnych, dało dość niski wskaźnik obsady klas. W województwie 
ogółem i na wsi wyniósł on po 13 uczniów. 

Biorąc pod uwagę dłuższą i krótszą drogę do matury (rys. 2), 
uwzględniono w analizie infrastruktury szkolnej zasadnicze szkoły 
zawodowe i licea. Nowy trójstopniowy system edukacji po ukończe-
niu gimnazjum pozwala na kontynuację nauki w dwu lub trzyletniej 
szkole zawodowej dającej bardzo popularne na wsi wykształcenie 
(por. rys. 1). W latach 2010–2012 były w Polsce średnio 1873 takie pla-
cówki, w tym 233 na wsi (tabela 5). Po ich ukończeniu pretendujący do 
otrzymania świadectwa dojrzałości mogli skorzystać z 84 liceów lub 
90 techników uzupełniających, w tym odpowiednio 9 i 6 zlokalizowa-
nych na wsi.  

W badanym okresie liczba zasadniczych szkół zawodowych dla 
młodzieży zmniejszyła się w Polsce średnio o 19,6%, w tym o 27,0% 
na wsi. Powszechna tendencja do zdobywania coraz wyższego wy-
kształcenia oraz malejąca populacja młodzieży w wieku 16–19 lat 
sprawiły, że uczniów szkół zawodowych ubyło w kraju o 56,2%, w 
tym w szkołach wiejskich o 50,6%. Stan osobowy uczniów w tych 
ostatnich zmalał średnio do 58 osób na placówkę, ale liczebność klas 
nadal pozostawała wysoka – średnio 25 osób na pomieszczenie szkolne. 

Tabela 5. Zasadnicze szkoły zawodowe dla młodzieży w kraju, w tym w województwie 
dolnośląskim 

Wyszczególnienie 
Polska ogółem Polska wieś Dolnośląskie 

ogółem Dolnośląskie wieś 

1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

Szkoły 2 330 1 873 319 233 187 143 23 15 
Pomieszczenia szkolne 13 246 8 659 835 537 1 124 719 84 44 
Uczniowie 493 620 216 119 27 155 13 405 34 800 15 661 1443 546 
Absolwenci 183 811 75 661 10 848 4 908 13 370 5 150 534 156 
Uczniowie/szkołę 212 115 85 58 186 110 63 36 
Uczniowie/pomieszczenie 37 25 33 25 31 22 17 12 
Absolwenci/uczniów 0,37 0,35 0,40 0,37 0,38 0,33 0,37 0,29 

Źródło: opracowanie własne na podstawie BDL i [Oświata... 2000, 2001, 2002, 2011, 2012, 
2013]. 
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W województwie dolnośląskim zmiany w zasadniczym szkolnic-
twie zawodowym były większe niż w kraju. Placówek ubyło o 23,6%, 
z tego o 34,8% mniej było ich na wsi. Liczba uczniów zmniejszyła się 
o 55,0% ogółem i 62,2% w szkołach wiejskich. W tych ostatnich 
szczególnie mocno zmalała liczebność uczniów w szkołach i w kla-
sach – średnio do kolejno 36 i 12 osób. 

W nowym systemie szkolnictwa, placówkami ponadgimnazjalny-
mi cieszącymi się największą popularnością wśród młodzieży, są trzy-
letnie licea ogólnokształcące. Pozwalają one zdobyć świadectwo ma-
turalne standardowo w wieku 19 lat. W latach 2010–2012 istniały  
w Polsce średnio 2352 takie placówki dla młodzieży (tabela 6) i 1368 
– dla dorosłych (włącznie z uzupełniającymi). Ich liczba zwiększyła 
się w analizowanym okresie odpowiednio o 4,6% i 43,7%. Na wsi 
przybyły 33 licea dla młodzieży i aż 46 dla dorosłych, przy czym in-
formacje o tych ostatnich, pochodzące z Banku Danych Lokalnych 
GUS, wskazują na spore wahania ich liczby w badanych okresach trzy-
letnich. Zastanawiający jest przyrost liczby szkół licealnych w obliczu 
wyraźnego zmniejszenia populacji ich uczniów (o 27,5% w Polsce 
ogółem i o 19,7% na wsi). W sposób oczywisty te różnokierunkowe 
zmiany doprowadziły do obniżenia obsady licealistów w szkołach  
i klasach. 

W województwie dolnośląskim udział wiejskich liceów w ich 
ogólnej liczbie był o ponad połowę niższy niż w kraju (3,9% wobec 
8,5%). Jednakże zmiany liczby tych placówek zachodziły zgodnie  
z kierunkiem zmian liczby ich uczniów, ale z niewspółmiernym natę-
żeniem. Szkół ogółem ubyło bowiem  o  9,0%  (choć  na  wsi  przybyło 

Tabela 6. Licea ogólnokształcące dla młodzieży i liczba uczniów w tych liceach w Polsce  
i województwie dolnośląskim 

Wyszczególnienie 
Polska ogółem Polska wieś Dolnośląskie 

ogółem Dolnośląskie wieś 

1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

1999–
2001 

2010–
2012 

Szkoły 2 248 2 352 167 200 167 152 5 6 
Pomieszczenia szkolne 31 166 37 421 1 111 1 382 2 524 2 942 10 33 
Nauczyciele 41 913 b.d. 1 278 b.d. 3 390 b.d. 14 b.d. 
Uczniowie 835 021 605 670 23 690 19 019 62 748 39 169 304 450 
Absolwenci 182 087 209 551 5 029 6 025 13 273 13 630 44 119 
Uczniowie/szkołę 371 258 142 95 376 258 61 75 
Uczniowie/pomieszczenie 27 16 21 14 25 13 30 14 
Uczniowie/nauczyciela 20 b.d. 19 b.d. 19 b.d. 22 b.d. 
Absolwenci/uczniów 0,22 0,35 0,21 0,32 0,21 0,35 0,14 0,26 

Źródło: opracowanie własne na podstawie BDL i [Oświata... 2000, 2001, 2002, 2011, 2012, 
2013]. 
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o 20%), a uczniów ubyło ogółem o 74,3% (podczas gdy na wsi przyby-
ło ich o 48,0%). Zmniejszyła się tym samym obsada szkół i klas 
szkolnych w województwie ogółem. Na wsi statystyczne liceum liczy-
ło 75 uczniów – o 20 mniej niż średnio w kraju, a liczba dzieci w kla-
sie zredukowana o ponad połowę odpowiadała wskaźnikowi krajo-
wemu (14 uczniów na klasę). 

5. Podsumowanie i wnioski 

W Polsce w 2012 r. 39,4% społeczeństwa mieszkało na wsi, w woje-
wództwie dolnośląskim – 30,4%. Zarówno w kraju, jak i w woje-
wództwie odsetek mieszkańców wsi wzrósł od 1999 r. kolejno o 1,3% 
i 1,9%. Przeprowadzona analiza możliwości edukacyjnych dzieci  
i młodzieży zamieszkujących tereny wiejskie w województwie dolno-
śląskim wykazała, że: 

1. publiczny system opieki żłobkowej na wsi nie istnieje, a rodzice 
mogą korzystać jedynie z drogich placówek prywatnych lub progra-
mów pomocowych wprowadzanych przez fundacje dla nielicznej gru-
py dzieci, 

2. pomimo znacznej poprawy infrastruktury przedszkolnej, w la-
tach 2010–2012 na dolnośląskiej wsi odsetek dzieci wieku 3–6 lat 
korzystających z opieki w takich placówkach był niższy niż na wsi  
w kraju i wyniósł 62,2% wobec 70,2%, 

3. w szkołach podstawowych na terenach wiejskich uczniowie 
mieli zapewnione dobre warunki lokalowe do nauki, a wskaźnik uczą-
cych się dodatkowo języków obcych przewyższał średnią na terenach 
wiejskich w kraju, 

4. rosnąca liczba uczniów wiejskich gimnazjów nie spowodowała 
pogorszenia warunków nauczania w tych placówkach, były to szkoły 
relatywnie małe, a liczba uczących się w jednej klasie nie przekraczała 
13 osób, 

5. coraz mniejszym zainteresowaniem i efektywnością cieszyły się 
na wsi zasadnicze szkoły zawodowe, ich liczba zmalała w wojewódz-
twie o blisko 35%, a liczba absolwentów do liczby uczniów wyniosła 
w latach 2010–2012 zaledwie 0,29 (średnio co trzeci uczeń szkoły 
zawodowej kończył ją z powodzeniem), 

6. poprawiły się wskaźniki obrazujące warunki nauczania w wiej-
skich liceach ogólnokształcących, choć liczba absolwentów tych szkół 
do liczby uczniów wyniosła w latach 2010–2012 tylko 0,26 (średnio 
co czwarty uczeń liceum kończył tą szkołę). 
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Zmieniają się mieszkańcy dolnośląskiej wsi. Przybywa ludności 
nierolniczej, osób wykształconych, młodych, zawodowo związanych z 
miastem. Te wpływy zewnętrzne sprawiają, że rosną też aspiracje 
edukacyjne osób mieszkających na terenach wiejskich od dawna. Mi-
mo to brakuje na wsi publicznych żłobków i przedszkoli. Okazuje się 
jednak, że te pierwsze źle są przez matki postrzegane i może to podej-
ście stanowi dla samorządów główny pretekst do rezygnacji z prowa-
dzenia tych placówek. Z przeprowadzonej analizy wynika bowiem, że 
gminy dobrze wywiązują się z prowadzenia szkół podstawowych i 
gminnych na terenach wiejskich. Mniejsze zainteresowanie zasadni-
czymi szkołami zawodowymi przekłada się z kolei na większą popu-
larność liceów ogólnokształcących. Szanse edukacyjne dzieci z tere-
nów wiejskich począwszy od szkoły podstawowej należy ocenić pozy-
tywnie. Mogą uczyć się języków obcych na lekcjach dodatkowych, 
kształcić swoje umiejętności w mniejszych zespołach niż dzieci z 
miast, korzystać z boisk wybudowanych w programie „Orlik 2012”. 
Niepokoi jednak późny początek pierwszej edukacji dzieci wiejskich 
mogący źle wpływać na umiejętność przyswajania wiedzy i współpra-
cy w grupie rówieśniczej. 
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EDUCATIONAL AND CHILDCARE OPPORTUNITIES IN RURAL 
AREAS OF LOWER SILESIA VOIVODSHIP COMPARED  
TO THE WHOLE COUNTRY 

Summary: In the period of 1999–2012 reform of education and administrative division of 
the country took place in Poland. The changes of educational infrastructure and its utiliza-
tion in the Lower Silesia against Polish total was primarily analyzed. Particular attention 
was paid to rural areas, because education of their citizens clearly differs from the nation-
al level. The aim of the study was to assess whether the young people of the village have 
educational opportunities similar to those of the people of the country in general  
and where the differences in the level of their education occur. The analysis included  
the education of children and youth from upbringing in nursery to finishing secondary 
education. Based on the CSO data demonstrated partial improvement of conditions  
and educational opportunities, including rural areas, where for example, majority of the 
children were covered by pre-school education. 

Keywords: educational infrastructure, village, Lower Silesia, educational reform, teach-
ing of foreign languages. 
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Streszczenie: Artykuł poświęcony jest zagadnieniu prognozowania bankructwa. Koncep-
cją poddaną analizie jest wykorzystanie w tym celu metody klasyfikatorów rozmytych 
maksymalnego marginesu (Maximum Margin Fuzzy Classifiers – MMCF). Praca zawiera 
zwięzłą charakterystykę podejść stosowanych do prognozowania bankructwa. Przedsta-
wiono najważniejsze teoretyczne aspekty MMFC. W części badawczej zaprezentowano 
wyniki analizy porównawczej, ukazując MMFC na tle tradycyjnie stosowanych metod. 
Badanie dotyczyły przedsiębiorstw notowanych na Giełdzie Papierów Wartościowych  
w Warszawie. 

Słowa kluczowe: prognozowanie bankructwa, uczenie pod nadzorem, klasyfikatory 
rozmyte maksymalnego marginesu. 

1. Wstęp 

W artykule dokonano analizy klasyfikatorów rozmytych maksymal-
nego marginesu (ang. Maximum Margin Fuzzy Classifiers – MMFC 
[Abe 2010a]) jako metody prognozowania bankructwa.  

Metoda ta łączy w sobie cechy charakterystyczne dla uczenia pod 
nadzorem i wnioskowania na gruncie logiki rozmytej. Dzieli przy tym 
pewne własności z metodą wektorów nośnych SVM (ang. Support 
Vector Machines). 

Uczenie pod nadzorem obejmuje pewną grupę metod łączącą kla-
syczne, statystyczne metody klasyfikacji, takie jak liniowa analiza 
dyskryminacyjna, z algorytmami uczenia opartymi na technikach 
sztucznej inteligencji. Wykorzystanie tego typu metod ma w progno-
zowaniu bankructwa długą tradycję. 

W części badawczej MMFC zostały porównane z metodami klasy-
fikacji tradycyjnie stosowanymi w prognozowaniu bankructwa. Dane 
dotyczyły polskich spółek notowanych na Giełdzie Papierów Warto-
ściowych – GPW. 
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2. Metody prognozowania bankructwa 

Poniżej krótko scharakteryzowano ideę uczenia pod nadzorem oraz 
metodę SVM stanowiącą jego szczególny przypadek. Skupiono się 
przy tym na tych cechach metody, które dziedziczy po niej MMFC.  

Uczenie pod nadzorem (ang. supervised learning) obejmuje szero-
ki zakres metod klasyfikacji. W zadaniu prognozowania bankructwa 
każda obserwacja 1 2( , , , )m

TX X X= …X jest wektorem cech opisują-
cych spółkę. W praktyce są to najczęściej pewne liczbowe charaktery-
styki analizowanego przedsiębiorstwa, np. wskaźniki finansowe, po-
chodzące z pewnego (ustalonego) okresu w przeszłości. Y oznacza 
dychotomiczną etykietę klasy. Umownie przyjmiemy, że 1Y = ozna-
cza spółkę zagrożoną upadłością, zaś 1Y = − przedsiębiorstwo o do-
brej kondycji finansowej. 

Celem uczenia jest wyznaczenie funkcji : X { 1,1},→ −d czyli kla-
syfikatora. X ⊆ m oznacza przestrzeń, z której pochodzą obserwacje

.X  Przy pomocy d  można wówczas klasyfikować nowe obserwacje. 
Klasyfikator konstruuje się w oparciu o dane. 

Dane wejściowe (uczące) do budowy klasyfikatora tworzą próbę 
uczącą 21 1 2L { , ), , ), , , )( }( ( .…= X X Xn n nY Y Y  O istocie uczenia pod 
nadzorem stanowi obecność zmiennej objaśnianej Y w próbie. W me-
todach uczenia bez nadzoru (jak np. analiza skupień) zmienna objaś- 
niana nie występuje. 

Metodą uczenia pod nadzorem, która zyskała w ostatnich latach 
dużą popularność w wielu zastosowaniach, jest metoda wektorów 
nośnych (podpierających), w literaturze znana jako SVM (zob. [Vap-
nik 1995]).  

Pełniejszy opis samej metody i jej wykorzystania w prognozowa-
niu bankructwa można znaleźć w [Gąska 2013]. Tutaj zostały wyróż-
nione te cechy metody SVM, które są potrzebne do wprowadzenia 
MMFC. Są to zasada maksymalizacji marginesu oraz wykorzystanie 
funkcji jądrowej. 

Zasada maksymalizacji marginesu oznacza, że poszukuje się takiej 
hiperpłaszczyzny separującej klasy, której położenie byłoby optymal-
ne w tym sensie, że jej odległość od najbliższej obserwacji z próby 
uczącej (tzw. margines) byłaby największa.  

W wariancie uogólnionym metody SVM obserwacje przekształca 
się do przestrzeni o wyższym wymiarze za pomocą pewnego operato-
ra ϕ  i rozwiązuje problem optymalizacyjny w tej nowej przestrzeni.  
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Ze względu na to, że problem optymalizacyjny zdefiniowany w 
metodzie SVM wyraża się w terminach iloczynów skalarnych 

, ,i j< >X X  w przestrzeni wyższego wymiaru problem będzie zależał 
od obserwacji poprzez iloczyny ( ), ( ) .i jϕ ϕ< >X X  Twierdzenie Mer-
cera (zob. np. [Krzyśko i in. 2008; Burges 1998]) orzeka, że dla pew-
nych rodzajów funkcji jądrowych ( , )K u v istnieje operator ϕ  taki, że 
funkcje te dają się wyrazić jako iloczyny skalarne ( )( ), .ϕ ϕ< >u v  
Pozwala to na rozważanie nieliniowej wersji metody SVM bez poda-
wania jawnej postaci przekształcenia .ϕ  Wystarcza bowiem obranie 
odpowiedniej funkcji jądrowej ( , )K ⋅ ⋅ , spełniającej założenia twier-
dzenia Mercera, i przyjęcie ), ) : ( , )( ( .i j i jKϕ ϕ< > =X X X X  Rozumo-
wanie to znane jest w literaturze (zob. [Abe 2010a; Hastie i in. 2009]) 
jako „sztuczka z funkcją jądrową” (ang. kernel trick). 

W praktycznych zastosowaniach stosowane są głównie dwie funk-
cje jądrowe: 
funkcja jądrowa Gaussa: 

 ( )2( , ) exp || || ,K τ= − −u v u v  (1) 

funkcja jądrowa wielomianowa stopnia q : 

 ( , ) (1 )T qK = +u v u v , {1,2, }q∈ … .  (2) 

3. Klasyfikatory rozmyte maksymalnego marginesu 
(MMFC) i ich związki z SVM 

Metoda klasyfikatorów rozmytych maksymalnego marginesu (zob. 
[Abe 2010b]) z SVM dzieli takie własności jak uczenie pod nadzo-
rem, zasada maksymalizacji marginesu i kernel trick, zachowując przy 
tym możliwość interpretacji w charakterze wnioskowania rozmytego. 

Podobnie jak w przypadku SVM, metodę można rozważać w wer-
sji rozszerzonej, odwzorowując nieliniowo przestrzeń obserwacji do 
przestrzeni o wyższym wymiarze za pomocą pewnego operatora .ϕ  
Dla każdej z klas definiuje się wówczas regułę rozmytą (zob. [Abe 
2010b; Rutkowski 2005]): 

R(y) : JEŻELI )(ϕ X    jest   yC TO X  należy do klasy ,Y y=  

gdzie { 1,1}y∈ −  i jak dotychczas „1” oznacza bankruta, a „–1” spółkę 
finansowo zdrową. Cy oznacza wektor średni klasy y:  
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gdzie ( )N y jest liczbą elementów z klasy y w próbie uczącej, a ( )y
iX  

i-tym elementem tak określonego podzbioru. Dla każdej z dwu okre-
ślonych wyżej klas definiuje się jej funkcję przynależności w rozsze-
rzonej przestrzeni (X)ϕ : 

 2
, ,exp( () ,( ))y yhϕ ϕµ = − XX  (3) 
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C Q Cdϕ ϕ
ϕ ϕ− −+=X X X  (4) 

zaś 
, y

Q
ϕ
+ to tzw. uogólniona macierz odwrotna (ang. pseudo-inverse 

matrix – zob. np. [Abe 2010b]) do macierzy kowariancji elementów  
z klasyY y= w rozszerzonej przestrzeni. 

Dodatnie współczynniki ,yα  występujące w (3), pełnią rolę para-
metrów. Przy 1yα = funkcja h w (3) jest standardową odległością Ma-
halanobisa ( )ϕ X od .yC  

Na podstawie uzyskanej reguły rozmytej konstruuje się klasyfika-
tor. Nową obserwację przyporządkowuje się do tej z dwu klas, dla 
której odpowiednia funkcja przynależności (3) ma wyższą wartość.  
W tym sensie jest to metoda uczenia pod nadzorem, dająca na wyjściu 
standardową, dwuwartościową funkcję dyskryminacyjną.  

Podobnie jak w klasyfikacji SVM, nie chcemy podawać ϕ  w spo-
sób jawny, ale wykorzystać kernel trick. W tym celu należy pokazać, 
że problem można przeformułować do postaci, w której zależność od 
obserwacji będzie się wyrażać w terminach ich iloczynów skalarnych. 
Pozwoli to na podstawienie: ), ) : ( , )( ( .i j i jKϕ ϕ< > =X X X X  W [Abe 
2010a] pokazano jak – po serii przekształceń – można przeformuło-
wać pod tym kątem (4). Ze względu na to, że zapis ostatecznej postaci 
funkcji staje się skomplikowany, nie został tutaj przytoczony.  

Analogicznie jak dla SVM, aby zwiększyć zdolność do prawidłowej 
klasyfikacji nowych obserwacji, maksymalizuje się margines oddziela-
jący klasy. W tym przypadku odbywa się to poprzez odpowiednie do-
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pasowanie parametrów ,yα które są odpowiedzialne za nachylenie funk-
cji przynależności (3). Idea ta została zilustrowana na rys. 1 i 2. 
 

.  

Rys. 1. Maksymalizacja marginesu 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Abe 2010b]. 
 

Symbole ● i ♦ oznaczają obserwacje z próby uczącej, kolejno z 
klasy bankrutów i spółek zdrowych, których odległość od klasy prze-
ciwnej jest możliwie najmniejsza. Granica decyzyjna leży wówczas 
pomiędzy cieńszymi krzywymi zaznaczonymi na rys. 1.  

W lewej części rys. 2 widać, że jeżeli obserwacja ● należy do kla-
sy bankrutów, to jest prawidłowo sklasyfikowana, gdyż wartość funk-
cji przynależności jest wyższa dla tej klasy. Nie ulegnie to zmianie do 
momentu, w którym nie zwiększymy nachylenia funkcji przynależno-
ści aż do przekroczenia poziomu zaznaczonego krzywą przerywaną.  

Przez analogię – obserwacja należąca do klasy spółek zdrowych ♦, 
zaznaczona w prawej części rys. 2, nie zostanie błędnie sklasyfikowa-
na, dopóki nie zmniejszy się nachylenia funkcji przynależności dla 
klasy bankrutów poniżej poziomu zaznaczonego krzywą przerywaną. 
Biorąc pod uwagę wszystkie obserwacje, możemy wyznaczyć dolną  
i górną granicę dla 1α , w obrębie których nie dojdzie do wzrostu licz-
by błędnie klasyfikowanych obserwacji. 

Maksymalizację marginesu uzyskamy zatem, jeżeli za α1 przyj-
miemy wartość w środku przedziału o krańcach wyznaczonych przez 
wartości skrajne. Mając wyznaczone α1, analogiczne rozumowanie 
przeprowadza się dla α(–1). Pełny opis algorytmu wyznaczania αy op-
tymalnych pod kątem maksymalizacji marginesu można znaleźć  
w [Abe 2010b]. 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 

STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

76 Damian Gąska 

 
 
Rys. 2. Górna granica dla α1 (klasa bankrutów), przy której nie dochodzi  
do błędnej klasyfikacji – lewa część. Dolna granica dla α1 

przy której nie dochodzi  
do błędniej klasyfikacji – część prawa. 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Abe 2010b]. 

4. Wyniki badań 

Celem przeprowadzonych badań było porównanie różnych metod kla-
syfikacji w zastosowaniu do prognozowania bankructwa w warunkach 
rynku krajowego, ze szczególnym uwzględnieniem metody MMFC. 

Zwróćmy uwagę, że – przy przyjętych założeniach – ostatecznym 
rozstrzygnięciem w klasyfikacji metodą MMFC jest dychotomiczna 
decyzja o przynależności obserwacji do jednej z dwóch grup. Jest to 
zatem decyzja wyrażająca się w klasycznej, zero-jedynkowej logice. 
Możliwość rozpatrywania wyniku w dziedzinie zbiorów rozmytych 
(poprzez analizę wartości odpowiednich funkcji przynależności) sta-
nowi pewną dodatkową możliwość interpretacyjną (zob. [Korol 2013; 
Nogueira 2005; Korol 2011; Devulapalli i Vadlamani 2009]). Z tego 
powodu MMFC zostały porównane z innymi metodami, w których 
reguła dyskryminacyjna wyznaczana jest w oparciu o próbę uczącą (są 
to zatem metody uczenia pod nadzorem). Pełna lista przetestowanych 
metod przedstawia się następująco: 
• klasyfikacja z zastosowaniem modelu regresji logistycznej (zob. 

np. [Ćwik i Koronacki 2008; Hastie i in. 2009; Krzyśko i in. 2008; 
Ostasiewicz 2012]), 

• las losowy (zob. [Breiman 2001]), 
• metoda k-najbliższych sąsiadów (ang. k-Nearest Neightbours,  

K-NN, np. [Krzyśko i in. 2008; Ćwik i Koronacki 2008; Hastie  
i in. 2009]), 
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• SVM z funkcją jądrową Gaussa (1) oraz wielomianową (2), 
• MMFC z funkcją jądrową Gaussa oraz wielomianową. 

Wykorzystane dane pochodzą z rocznych sprawozdań finansowych 
spółek notowanych na GPW w latach 2008–2014 (do marca). Podstawą 
badań była analiza rocznych sprawozdań za rok poprzedzający o dwa 
lata datę upadłości, co uznaje się za rozsądny kompromis pomiędzy 
oczekiwaną skutecznością predykcji – z jednej strony, a praktyczną 
przydatnością klasyfikatora – z drugiej (zob. [Prusak 2005]). 

Z analiz wyłączone zostały firmy z sektora finansowego, ze 
względu na ich odmienną charakterystykę. Ostatecznie wyłoniono 94 
spółki, w tym 37, które ogłosiły upadłość we wspomnianym okresie. 
Próbę konstruowano w ten sposób, by – w miarę możliwości – spółki 
„zdrowe” były zbliżone do poszczególnych bankrutów pod względem 
sektora działalności oraz wielkości przedsiębiorstwa. 

Jako cechy przyjęto zestaw wskaźników finansowych. Ich wyko-
rzystanie do oceny kondycji spółek i prognozowania bankructwa ma 
długą tradycję i jest stosowane w tym kontekście od lat 60. ubiegłego 
wieku (zob. np. [Beaver 1966]). Istotną przesłanką takiego doboru 
cech była również dostępność danych statystycznych. Zestaw cech 
przedstawiono w tabeli 1.  

Tabela 1. Wybrane wskaźniki finansowe 

Wskaźniki 
rentowności 

𝑋1 zysk brutto ze sprzedaży/aktywa ogółem 
𝑋2 zysk netto/aktywa ogółem 
𝑋3 zysk brutto/aktywa ogółem 
𝑋4 zysk z działalności operacyjnej/ przychody netto ze sprzedaży 

Wskaźniki 
płynności 

𝑋5 aktywa obrotowe bez krótkoterminowych rozliczeń  
międzyokreswych/zobowiązania krótkoterminowe 

𝑋6 aktywa obrotowe bez krótkoterminowych rozliczeń  
międzyokresowych – zapasy/zobowiązania krótkoterminowe 

𝑋7 kapitał obrotowy/aktywa ogółem 
𝑋8 inwestycje krótkoterminowe/zobowiązania krótkoterminowe 

Wskaźniki 
zadłużenia 

𝑋9 zobowiązania krótkoterminowe/aktywa ogółem 
𝑋10 zobowiązania ogółem/aktywa ogółem 
𝑋11 kapitał własny/zobowiązania ogółem 
𝑋12 (kapitał własny + zobowiązania długoterminowe)/aktywa trwałe 
𝑋13 (zysk netto + amortyzacja)/zobowiązania ogółem 
𝑋14 zysk brutto/zobowiązania krótkoterminowe 

Wskaźniki 
sprawności 

𝑋15 koszty operacyjne(bez pozostałych kosztów operacyj-
nych)/zobowiązania krótkoterminowe 

𝑋16 przychody ze sprzedaży/suma bilansowa 
𝑋17 przychody ze sprzedaży/należności krótkoterminowe 

Źródło: opracowanie własne.  



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 

STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

78 Damian Gąska 

Zgodnie z przyjętymi założeniami badawczymi, uzyskane wyniki 
miały umożliwić porównanie różnych metod klasyfikacji w zagadnie-
niu prognozowania bankructwa. W szczególności oznacza to, że każda 
metoda powinna wykorzystywać ten sam bazowy zbiór danych.  

Chęć rzetelnego porównania zobowiązuje ponadto do przetesto-
wania metod przy różnych wariantach przetwarzania wstępnego da-
nych i/lub wyboru cech, tak aby każda miała szansę być zastosowana 
w warunkach najbardziej dla niej sprzyjających. Wyciągnięte w ten 
sposób wnioski będą bowiem bardziej przydatne z punktu widzenia 
praktycznych użytkowników modeli prognozowania bankructwa. 
Można się np. spodziewać, że w klasyfikacji metodą najbliższych 
sąsiadów najlepszą zdolność dyskryminacyjną uzyskamy (zob. 
[Krzyśko i in. 2008]) po standaryzacji danych. Z kolei w algorytmie 
lasów losowych zwykle nie ma potrzeby wstępnego przetwarzania lub 
stosowania wyboru cech. Takie przypuszczenia można formułować na 
wstępie, jednak nie można mieć tutaj pewności, dlatego skuteczność 
wszystkich metod sprawdzono przy różnych wariantach przetwarzania 
wstępnego i/lub wyboru cech. Miało to na celu zagwarantowanie, że 
wyniki nie będą zaburzone wyborem badacza co do techniki przetwa-
rzania danych optymalnej dla danej metody.  

Ostatecznego porównania dokonuje się zatem dla wyników uzy-
skanych dla każdej metody w najbardziej sprzyjającym dla niej wa-
riancie, mając jednak w pamięci, że oryginalny, bazowy zbiór danych 
uczących był wspólny dla wszystkich metod. 

Tabela 2. Warianty wyboru cech i przetwarzania wstępnego danych 

Techniki wyboru cech 
Nazwa/Oznaczenie Opis 
W1 Wybór cech wykorzystujący zestawienie metody bootstrap  

i procedury wstecznej eliminacji (ang. backward eliminaction) – 
szczegóły opisane w dalszej części paragrafu. 

W2 Wybór cech najsilniej dyskryminujących na podstawie testu  
Wilcoxona-Manna-Whitney’a, eliminacja cech skorelowanych 
liniowo. 

Techniki przetwarzania danych 
Standaryzacja Przekształcenie polegające na odjęciu średniej oraz podzieleniu 

przez odchylenie standardowe.  
PCM Wykorzystanie metody składowych głównych (PCM, principal 

components method, zob. np. [Hastie i in. 2009; Krzyśko i in. 
2008; Ćwik i Koronacki 2008]). Redukcja do składowych tłuma-
czących 90% zmienności danych. 

Źródło: opracowanie własne.  
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Uwzględniono przy tym pewne kombinacje technik przetwarzania 
wstępnego z metodami wyboru cech, mając jednocześnie na uwadze, 
że dana technika wyboru cech może teoretycznie dawać w rezultacie 
inny ich podzbiór na danych oryginalnych, a inny, jeśli dane podda się 
wcześniej standaryzacji. Oczywiście nie stosowano wszystkich moż-
liwych kombinacji. Na przykład metoda składowych głównych sama 
w sobie umożliwia redukcję wymiaru danych i nie łączono jej dodat-
kowo z wyborem cech. Pełną listę zastosowanych kombinacji wska-
zano w tabeli 4 z wynikami. 

Wybór cech W1 opierał się na wykorzystaniu 100 bootstrapowych 
replikacji próby uczącej. Następnie dla każdej replikacji wybierany 
był podzbiór cech metodą krokową eliminacji wstecznej dla modelu 
logitowego (ang. backward elimination zob. [Agresti 2002]).  

Procedura wstecznej eliminacji rozpoczyna się od modelu pełnego 
– zawierającego wszystkie cechy. Następnie sekwencyjnie eliminuje 
się poszczególne składniki. W kolejnych krokach usuwa się z modelu 
tę zmienną, której usunięcie ma najmniejszy wpływ na redukcję war-
tości miary dopasowania modelu (w tym przypadku było to kryterium 
Akaikego – AIC). Eliminację powtarza się dopóki jakość dopasowa-
nia nie spadnie w sposób istotny. Procedurę eliminacji wstecznej 
przeprowadza się dla każdej replikacji bootstrapowej próby uczącej, 
uzyskując w ten sposób 100 zestawów cech, przy czym w b-tym ze-
stawie znajdują się cechy, które pozostałyby w modelu po wykonaniu 
wstecznej eliminacji dla b-tej próby bootstrapowej. 

W kolejnym etapie wybierana była cecha najczęściej występująca 
w uzyskanych zestawach. Wybór powtarzano, wybierając kolejno 
cechy, które pozostawały najczęściej, biorąc jednak pod uwagę tylko 
te replikacje, w których do modelu zakwalifikowano cechy wybrane w 
poprzednich krokach itd.  

Procedurę kończono, gdy w kolejnej iteracji algorytmu miałaby 
zostać wybrana cecha, której współczynnik określający frakcję tych 
replikacji, dla których cecha nie była wykluczana w procedurze bac-
kward elimination, był poniżej 60% liczby wszystkich replikacji. 

W wyniku zastosowania tej metody na pełnym zbiorze danych (pro-
cedurę wyboru cech powtarzano w kolejnych przebiegach metody cross-
validation, zgodnie ze schematem opisanym niżej, dla różnych podzbio-
rów uczących), wybrano następujące cechy: 8 12 14, ,X X X oraz 16.X  

W ramach wyboru cech W2 wśród atrybutów, których moduł 
współczynnika korelacji Pearsona przekraczał wartość 0,7, wybierany 
był atrybut najsilniej dyskryminujący na podstawie testu Wilcoxona- 
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-Manna-Whitney’a. Przy czym ograniczono się do cech istotnie dys-
kryminujących, tj. na poziomie istotności 0,05α = w teście WMW. 

W tej metodzie – przy pełnej i nie poddanej przetwarzaniu próbie 
uczącej – wybrane zostały cechy: 3 5 6, ,X X X oraz 14.X  Na rys. 3 zilu-
strowano rozkłady wyselekcjonowanych w ten sposób cech w grupach 
spółek zdrowych i bankrutów.  
 

 
Rys. 3. Wykresy pudełkowe dla wybranych cech w grupach spółek zdrowych i bankrutów 

Źródło: opracowanie własne. 

 
Przy ocenie wyników klasyfikacji wykorzystana została metoda  

5-krotnego sprawdzania krzyżowego (ang. 5-fold cross-validation, 
zob. [Kohavi 1995]), nazywana dalej CV. W metodzie tej próba 
ucząca dzielona jest losowo na pięć możliwie równych części. Czte-
ry z nich służą do konstrukcji klasyfikatora, a pozostała stanowi pró-
bę testową. Procedurę uczenia i testowania powtarza się 5-krotnie 
przy zmieniającym się podzbiorze testowym, następnie uśrednia się 
uzyskane wyniki. 

Zaletą metody CV jest fakt, że pozwala jednocześnie uwzględnić 
dwa trudne do pogodzenia wymagania. Po pierwsze do uzyskiwania 
oszacowań wskaźników skuteczności klasyfikacji wykorzystywane są 
wszystkie dostępne obserwacje (w przeciwieństwie do metody podzia-
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łu próby na dane konstrukcyjne i testowe, gdzie część obserwacji zo-
staje zupełnie wykluczona z budowy funkcji klasyfikacyjnych).  

Po drugie zachowana jest przy tym reguła, że w żadnym momen-
cie funkcja klasyfikacyjna nie jest testowana na obserwacji, która była 
wykorzystana do jej konstrukcji.  

Metoda CV pozwala również na porównywanie wskaźników sku-
teczności klasyfikacji pomiędzy wynikami uzyskanymi dla różnych 
wariantów przetwarzania wstępnego danych. Pod warunkiem jednak, 
że w każdym przypadku zachowana jest ta sama liczba obserwacji, 
oraz każdej obserwacji w zbiorze przetworzonym można przypisać 
dokładnie jedną obserwację z oryginalnej próby. Zwróćmy uwagę, że 
opisane wcześniej techniki przetwarzania wstępnego danych pozwala-
ją na zachowanie tych założeń. 

W analizie wykorzystano wariant metody CV z próbkowaniem 
warstwowym (ang. stratified sampling). Oznacza to, że losowe po-
działy próby były generowane w ten sposób, by, w miarę możliwości, 
zachować oryginalne proporcje klas.  

Zgodnie z zaleceniami literaturowymi (zob. [Hastie i in. 2009]),  
w przypadku metod obejmujących wieloetapową budowę klasyfikatora, 
te kroki, w których analizowane są etykiety klasy Y powinny być po-
wtarzane osobno dla każdego podziału danych w metodzie CV. Taki-
mi etapami mogą być np. wybór cech, redukcja wymiaru, czy ustala-
nie wartości parametrów poprzez kalibrację. Niekiedy wymaga to 
dodatkowej, wewnętrznej pętli sprawdzania krzyżowego (tzw. inter-
nal cross-validation loop), osobno dla każdego podziału generowane-
go w nadrzędnym przebiegu metody. 

Zanim dokona się podziałów w metodzie sprawdzania krzyżowego 
dopuszczalne są jedynie takie etapy konstrukcji klasyfikatora, w któ-
rych etykiety klas „nie są widoczne”, co obejmuje np. normalizację 
czy standaryzację cech oraz różne techniki uczenia bez nadzoru – np. 
metodę składowych głównych.  

Odstąpienie od tej zasady może prowadzić do błędnych wniosków. 
Uzasadnienie takiego postępowania, a także przykład nieprawidłowe-
go oraz poprawnego wnioskowania o jakości klasyfikacji w oparciu  
o metodę cross-validation można znaleźć w [Hastie i in. 2009]. 

Praktyczną stronę przeprowadzonych badań ilustruje tabela 3.  
W kolumnie drugiej ujęto to, co w danej metodzie stanowi o istocie 
uczenia pod nadzorem. 

Porównując – po kolei dla każdej obserwacji – jej prawdziwą kla-
sę ze wskazaniem klasyfikatora (uzyskanym,  gdy  obserwacja  weszła 
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Tabela 3. Podsumowanie metod 

Metoda Zasadnicza idea uczenia 
Parametry dodatkowe – ustalane  
z góry lub w wyniku kalibracji 

(ang. internal CV) 
Klasyfikacja  
z wykorzystaniem 
modelu regresji 
logistycznej 

Estymacja współczynników mode-
lu metodą NW. 

 

Las losowy Wyznaczanie podziałów w wierz-
chołkach budowanych iteracyjnie 
drzew decyzyjnych. 

Liczba konstruowanych drzew 
klasyfikacyjnych była ustalona na 
500, co jest wartością domyślną 
biblioteki randomForest pakietu 
statystycznego R. 

K-NN Metoda wymaga „zapamiętania” 
całej próby uczącej, co umożliwia 
wyznaczenie najbliższych sąsia-
dów nowych obserwacji 

Liczba k najbliższych sąsiadów. 
(wyznaczana w wewnętrznej pętli 
5-fold CV) 

SVM Wyznaczenie wartości parametrów 
modelu w wyniku rozwiązania 
nieliniowego problemu optymali-
zacyjnego (zob. np. [Gąska 2013; 
Burges 1998]). 

Parametry funkcji jądrowych 
(wyznaczane w wewnętrznej pętli 
5-fold CV) 

MMFC Wyznaczenie wektorów średnich 
oraz macierzy kowariancji ko-
niecznych do obliczenia odległości 
Mahalanobisa. Dopasowanie 
parametrów αy 

funkcji przynależ-
ności (3) stanowiło również inte-
gralną część uczenia. 

Parametry funkcji jądrowych 
(wyznaczane w wewnętrznej pętli 
5-fold CV) 

Źródło: opracowanie własne.  
 

do podpróby testowej w metodzie CV), można wyznaczyć następującą 
tabelę kontyngencji: 

 Y = –1 
1 

Y = 1 
1 d(X) = –1 TN FN 

d(X) = 1 FP TP 
 

gdzie: TN (ang. True Negatives) oznacza liczbę spółek zdrowych wła-
ściwie sklasyfikowanych, FN (ang. False Negatives) – liczbę bankru-
tów błędnie zaklasyfikowanych do klasy spółek zdrowych, FP (ang. 
False Positives) – liczbę spółek zdrowych zaklasyfikowanych do ban-
krutów, zaś TP (ang. True Positives) – liczbę bankrutów właściwie 
zaklasyfikowanych. 

Dla klasyfikatora d możemy wówczas oszacować dokładność  
klasyfikacji (ACC, Accuracy), tzn. wartość prawdopodobieństwa

( ( ) ),ACC P d Y== X jako 
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  ( ) / ( )ACC TP TN TP TN FP FN= + + + + . (5) 

Ponadto istotnym kryterium w ocenie klasyfikacji powinna być 
właściwa identyfikacja spółek zagrożonych bankructwem. Przy czym 
pożądane byłoby – po pierwsze – by klasyfikator właściwie progno-
zował bankructwo w grupie spółek, które rzeczywiście upadną, co 
sprowadza się do maksymalizacji prawdopodobieństwa warunkowego 

( ( ) 1 | 1).TPR P d Y= = =X  TPR oznacza True Positive Rate i jest też 
czasem określane jako „czułość” klasyfikatora (ang. sensitivity, recall, 
zob. [Krzyśko i in. 2008]). Naturalnym, częstościowym estymatorem 
tej wielkości jest 

 / ( ).TPR TP FN TP= +  
Po drugie chcielibyśmy, by wśród spółek zaklasyfikowanych 

 do bankrutów były przedsiębiorstwa faktycznie upadłe. Oznacza 
to maksymalizację prawdopodobieństwa ( 1 | ( ) 1).P Y dPPV = = =X  
PPV oznacza Positive Predicitive Value, co jest też nazywane pre- 
cyzją (ang. precision) klasyfikacji i jest szacowane jako 
 / ( ).PPV TP FP TP= +  

W zaprezentowanych wynikach podajemy ich wspólną miarę, bi-
lansującą przeciwstawne TPR i PPV. Jest to tzw. F-score i jest zdefi-
niowany jako średnia harmoniczna 

 2( · ) / ( ).scoreF PPV TPR PPV TPR= +   (6) 

Wartości Fscore mieszczą się w przedziale [0, 1], przy czym jakość 
predykcji jest tym większa im wartości bliższe są 1. 

Kolejnym badanym wskaźnikiem był współczynnik korelacji Mat-
thewsa wyrażający się wzorem 

 .
( )( )( )( )

TP TN FP FN
MCC

TP FP TP FN TN FP TN FN
× − ×

=
+ + + +

  (7) 

Określa on korelację pomiędzy klasą prognozowaną a obserwowaną. 
Przyjmuje wartości z przedziału [ 1,1],− gdzie wartość „– 1” oznacza 
całkowitą niezgodność, „0” – zbieżność nie lepszą niż losowa, a „1” – 
identyczność. 

W tabeli 4 zaprezentowano wyniki. W zamiarze redukcji wariancji 
estymatorów uzyskanych metodą CV procedurę sprawdzania krzyżo-
wego powtórzono 1000 -krotnie, a wartości uśredniono.  

W większości przypadków metody wykazały w miarę wysoką 
zdolność dyskryminacyjną. Spoglądając na wszystkie trzy kryteria 
jakości klasyfikacji (5), (6) i (7), można zauważyć, że największą sku- 
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Tabela 4. Skuteczność klasyfikacji 

Wariant ACC Fscore MCC 
Dane oryginalne 

Logit 66% 53% 25% 
Las losowy 74% 60% 40% 
K-NN 61% 17% 3% 
SVM z funkcją jądrową Gaussa 76% 63% 45% 
SVM z funkcją jądrową wielomianową 71% 54% 33% 
MMFC z funkcją jądrową Gaussa 65% 53% 22% 
MMFC funkcją z funkcją jądrową wielomianową 69% 33% 28% 

Dane standaryzowane 
Logit 66% 53% 24% 
Las losowy 72% 58% 38% 
K-NN 72% 53% 35% 
SVM z funkcją jądrową Gaussa 74% 63% 43% 
SVM z funkcją jądrową wielomianową 67% 50% 24% 
MMFC z funkcją jądrową Gaussa 72% 62% 40% 
MMFC funkcją z funkcją jądrową wielomianową 68% 32% 23% 

Wybór cech metodą bootstrap (W1) 
Logit 69% 56% 31% 
Las losowy 67% 49% 24% 
K-NN 64% 13%   0% 
SVM z funkcją jądrową Gaussa 64% 34% 12% 
SVM z funkcją jądrową wielomianową 63% 50% 19% 
MMFC z funkcją jądrową Gaussa 67% 54% 27% 
MMFC funkcją z funkcją jądrową wielomianową 67% 39% 19% 

Wybór cech, test Wilcoxona-Manna-Whitney’a (W2) 
Logit 72% 59% 38% 
Las losowy 71% 58% 35% 
K-NN 70% 44% 28% 
SVM z funkcją jądrową Gaussa 69% 44% 26% 
SVM z funkcją jądrową wielomianową 70% 48% 29% 
MMFC z funkcją jądrową Gaussa 70% 64% 39% 
MMFC funkcją z funkcją jądrową wielomianową 69% 59% 33% 

Standaryzacja + wybór cech (W2) 
Logit 72% 58% 37% 
Las losowy 71% 57% 34% 
K-NN 72% 46% 35% 
SVM z funkcją jądrową Gaussa 69% 44% 26% 
SVM z funkcją jądrową wielomianową 67% 43% 25% 
MMFC z funkcją jądrową Gaussa 72% 66% 42% 
MMFC funkcją z funkcją jądrową wielomianową 71% 56% 34% 

Metoda składowych głównych (PCM) 
Logit 62% 33%   8% 
Las losowy 64% 41% 14% 
K-NN 62% 16% 2% 
SVM z funkcją jądrową Gaussa 65% 38% 14% 
SVM z funkcją jądrową wielomianową 67% 50% 24% 
MMFC z funkcją jądrową Gaussa 66% 35% 17% 
MMFC funkcją z funkcją jądrową wielomianową 64% 42% 14% 

Źródło: opracowanie własne. 
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teczność uzyskano dla metody SVM z funkcją jądrową Gaussa i da-
nych oryginalnych. Wielomianowy wariant SVM okazał się prawie 
zawsze słabiej dyskryminujący od gaussowskiego odpowiednika. 

Model regresji logistycznej dawał dobre wyniki pod warunkiem 
zastosowania odpowiednich technik wyboru cech.  

Zgodnie z oczekiwaniami metoda najbliższych sąsiadów okazała 
się skuteczna jedynie przy standaryzacji danych. W innych wariantach 
uzyskiwana korelacja między klasą prognozowaną a prawdziwą 
(MCC, zgodnie z (7)) była bliska 0. 

Najbardziej uniwersalnymi klasyfikatorami okazały się las losowy 
oraz MMFC z funkcją jądrową Gaussa, dając w miarę dobre wyniki 
klasyfikacji we wszystkich wariantach przetwarzania danych. Podob-
nie jak w przypadku SVM wyższe wartości wskaźników skuteczności 
klasyfikacji dla MMFC uzyskiwano z zastosowaniem gaussowskiej 
funkcji jądrowej. Metoda MMFC w najlepszym dla siebie wariancie – 
uwzględniającym standaryzację i eliminację cech skorelowanych – 
dała wyniki zbliżone do najlepszych, uzyskanych dla SVM i lasu lo-
sowego.  

Redukcja wymiaru metodą składowych głównych nie przyczyniła 
się do poprawy wyników klasyfikacji. 

W odniesieniu do podanych wcześniej wyników, tam gdzie to było 
możliwe, podano parametry identyfikujące postać klasyfikatora uzy-
skaną w wariancie najkorzystniejszym dla danej metody (najpierw 
wybrano wariant, przy którym osiągnięto najlepsze wyniki, następnie 
proces uczenia powtórzono dla wszystkich dostępnych danych w naj-
bardziej korzystnym wariancie). 

Logit 

Najkorzystniejszym wariantem okazał się wybór cech z pomocą testu 
Wilcoxona-Manna-Whitney’a połączony z eliminacją cech wysoko 
skorelowanych (ACC = 72%, Fscore = 59%, MCC = 38%, zgodnie  
z wzorami (5), (6), (7)). 

Ostatecznie model przedstawiał się następująco  

3 5 6 8 14

3 5 6 8 14

exp(1,56 21,7 0,18 1,37 3.54 2.8 )
)

1 exp(1,56 21,7 0,18 1,37 3
(Y 1

.54 2.8 )
| .

X X X X X

X X X
P

X X

− − − − +
=

+ − − − +
=

−
X  

Las losowy 
Zgodnie z oczekiwaniami metoda sprawdziła się najlepiej na orygi-
nalnych (nieprzetworzonych) danych (ACC = 74%, Fscore = 60%, 
MCC = 40%). Ze względu na to, że u jej podstaw stoi „głosowanie” 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 

STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

86 Damian Gąska 

wielu drzew decyzyjnych, dla których zestaw cech do podziału był 
dobierany losowo, uzyskany klasyfikator trudno przedstawić w prostej 
analitycznej postaci. 

Interesującym wynikiem z punktu widzenia analityka badającego 
kondycję finansową spółek jest pojedyncze drzewo zbudowane  
w oparciu o wszystkie cechy. Zostało ono przedstawione na rys. 4. 
 

 
Rys. 4. Drzewo decyzyjne. W liściach (węzłach końcowych, zaznaczonych na biało) 
wskazano dominującą klasę (1 lub –1), podano frakcję spółek zdrowych (po lewej stronie) 
oraz procent obserwacji z próby trafiającej do liścia (z prawej strony) 

Źródło: opracowanie własne. 
 
K-NN 
Metoda najbliższych sąsiadów osiąga najlepsze wyniki przy standary-
zacji danych (ACC = 72%). W wyniku kalibracji optymalną wartość 
parametru k oszacowano na 8 (analizowano zakres od 1 do 25). 

SVM  
Najwyższą skuteczność klasyfikacji dla tej metody uzyskano na  
danych oryginalnych w wariancie z funkcją jądrową Gaussa 
(ACC = 76%, Fscore = 63%, MCC = 45%, zgodnie ze wzorami (5), (6), 
(7)). Uzyskano następującą optymalną postać dla tej funkcji 

( )2( , ) exp 0,069 || ||K = − −u v u v . 

MMFC 

Najlepszy wynik (ACC = 72%, Fscore = 66%, MCC = 42%) uzyskano dla 
wersji z funkcją jądrową Gaussa postaci ( )2( , ) exp 2.29 || ||K = − −u v u v . 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 
STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

 

 

 

  

 

Prognozowanie bankructwa za pomocą klasyfikatorów rozmytych… 87 

Parametry ( 1)α −  i 1α  funkcji przynależności (3) wyniosły w tym wa-
riancie odpowiednio 8,99 i 37,6. Opcją najkorzystniejszą dla tej meto-
dy było połączenie standaryzacji i eliminacji cech metodą W2 (zob. 
tabela 2). 

5 Podsumowanie 

Zbadane w tej pracy klasyfikatory rozmyte maksymalnego marginesu 
MMFC cechują się skutecznością predykcyjną porównywalną z meto-
dami uczenia pod nadzorem tradycyjnie wykorzystywanymi w pro-
gnozowaniu bankructwa oraz w innych zagadnieniach klasyfikacji. 

Ze względu na to, że przedstawione wyniki wpisane są w kontekst 
konkretnego zbioru danych, stanowiącego podstawę do budowy modeli 
klasyfikacyjnych, nie pozwalają na jednoznaczne rozstrzygnięcie, czy 
metoda MMFC może być skutecznym środkiem do predykcji bankruc-
twa dla polskich przedsiębiorstw. Sugerują jednak, że może to być na-
rzędzie potencjalnie konkurencyjne wobec innych technik. Szczególnie 
w wariancie wykorzystującym funkcję jądrową Gaussa widoczna jest 
wysoka skuteczność klasyfikacji na tle modeli referencyjnych.  

Metoda MMFC może być postrzegana jako wnioskowanie rozmy-
te, co jest jej pewną zaletą interpretacyjną. Niemniej, zawężając za-
gadnienie do prognozowania bankructwa, konieczność wykorzystania 
rozumowań rozmytych może budzić wątpliwości. 

Należy przy tym zwrócić uwagę, że zastosowanie wielu metod 
opartych na statystycznym uczeniu pod nadzorem nie musi ograniczać 
się do binarnych predykcji, lecz oferuje możliwość estymacji prawdo-
podobieństwa bankructwa. 

Prawdopodobieństwo bankructwa wyraża stopień niepewności co 
do tego, czy spółka upadnie i – jako takie – jest pożądaną informacją  
z punktu widzenia użytkowników modeli predykcyjnych. Można uza-
sadnić stanowisko (zob. [Ostasiewicz 2003]), że teoria zbiorów roz-
mytych opisuje raczej nieostrość (ang. vagueness) niż niepewność 
(ang. uncertanity) i – z tego punktu widzenia – jej stosowalność  
w prognozowaniu bankructwa jest ograniczona. 
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BANKRUPTCY PREDICTION WITH MAXIMUM MARGIN  
FUZZY CLASSIFIERS 

Summary: The paper is devoted to the bankruptcy prediction problem. Analyzed concept 
is the usage of Maximum Margin Fuzzy Classifiers. The article gives a brief overview of 
approaches used for the purpose of bankruptcy prediction. The most important theoretical 
aspects of MMFC method are presented. The final part contains results and conclusions of 
a study on real-world data regarding Warsaw Stock Exchange companies.  

Keywords: bankruptcy prediction, supervised learning, maximum-margin fuzzy classifiers. 
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Streszczenie: Społeczeństwo żyje coraz dłużej, a emerytury pobierane z systemu ubez-
pieczeń społecznych są niskie, dlatego na rynku pojawiają się produkty umożliwiające 
pozyskanie dodatkowych środków finansowych, aby emeryci mogli zachować dotychcza-
sowy standard życia. Jednym z takich produktów jest tzw. renta hipoteczna. W sytuacji, 
gdy właścicielami nieruchomości są małżonkowie istnieje możliwość wypłacania tzw. 
rent małżeńskich, gdy oboje małżonkowie żyją, a także gdy jedno z nich umiera. Celem 
artykułu jest analiza porównawcza wielkości świadczeń rentowych wynikających z zaku-
pu małżeńskiej renty hipotecznej w krajach Unii Europejskiej, a w szczególności ustalenie 
zakresu wielkości rat renty. Do analizy wysokości świadczeń rentowych zostały wybrane 
kraje, w których przyszły czas trwania życia mężczyzn i kobiet jest najkrótszy i najdłuż-
szy dla ustalonej grupy wiekowej małżonków. Ponadto analizowano wysokość renty  
w krajach, w których bezwzględna różnica między czasem trwania życia małżonków jest 
najmniejsza i największa. Polska okazała się krajem, w którym przyszły czas trwania 
życia kobiet i mężczyzn oraz różnica między tymi wielkościami są typowe, dlatego zosta-
ła uwzględniona w analizie. W celu uproszczenia zapisu i obliczeń numerycznych wyko-
rzystano macierzową reprezentację formuł na wyznaczenie wysokości świadczeń rento-
wych. Wszystkie obliczenia wykonano na podstawie Tablic trwania życia z 2009 r., przy 
użyciu własnych interfejsów napisanych w programie MATLAB. 
Słowa kluczowe: małżeńska renta hipoteczna, status wspólnego życia, status ostatniego 
przeżywającego, model wielostanowy. 

1. Wstęp 

Społeczeństwo żyje coraz dłużej. Emerytury pobierane z systemu 
ubezpieczeń społecznych są niskie. W związku z tym na rynku poja-
wiają się produkty umożliwiające osobom w wieku emerytalnym po-
zyskanie dodatkowych środków finansowych na podtrzymanie do-
tychczasowego standardu życia. Jednym z takich produktów jest renta 
hipoteczna (ang. reverse annuity contract). Zgodnie z umową właści-
ciel mieszkania lub domu, w zamian za przeniesienie praw własności 
na firmę zainteresowaną nabyciem takiej nieruchomości, będzie 
                                                           

1 Praca finansowana z grantu 2013/09/B/HS4/00490. 
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otrzymywać dożywotnią lub terminową rentę. W sytuacji, gdy właści-
cielami nieruchomości są małżonkowie, istnieje możliwość wypłaca-
nia rent małżeńskich. Istnieją dwa rodzaje małżeńskiej renty hipotecz-
nej, zróżnicowane ze względu na typ świadczeń rentowych. Pierwsza 
z nich wypłacana jest wtedy, gdy oboje małżonkowie żyją. Druga 
renta wypłacana jest wówczas, gdy jeden z małżonków umiera. 

Celem artykułu jest analiza porównawcza wielkości świadczeń 
rentowych netto w krajach Unii Europejskiej w przypadku małżeń-
skiej renty hipotecznej. Pominięte zostały wszelkie koszty związane z 
zawarciem i obsługą umowy. Analizowany jest jedynie wpływ tablic 
trwania życia na wysokości świadczeń rentowych przy założeniu, że 
przyszłe czasy trwania życia męża i żony są niezależne. Do analizy 
wysokości rat rent wybrano kraje, w których przyszły czas trwania 
życia był najdłuższy lub najkrótszy w poszczególnych grupach wie-
kowych. W wyborze uwzględniono także różnice między przyszłym 
czasem trwania życia małżonków. Pozwoliło to na określenie zakresu 
wysokości rat renty małżeńskiej w krajach UE oraz zbadanie wpływu 
różnicy wieku między małżonkami na wysokość świadczenia w za-
leżności od rodzaju umowy. Analiza została dokonana w oparciu o 
rozbudowany model wielostanowy umożliwiający wykorzystanie do 
obliczeń numerycznych macierzowej reprezentacji wzorów na wyso-
kości świadczeń rentowych (por. [Dębicka i Marciniuk 2014]). 
Wszystkie obliczenia wykonano przy użyciu własnych interfejsów 
napisanych w programie MATLAB. 

Artykuł, oprócz wstępu stanowiącego paragraf 1, zbudowany jest 
z trzech paragrafów. W paragrafie 2 scharakteryzowano rodzaje mał-
żeńskiej renty hipotecznej. Ponadto przedstawiono model wielosta-
nowy wykorzystany do modelowania opisanych umów wraz z repre-
zentacją macierzową wzorów na świadczenia rentowe. Wybór krajów 
UE do analizy porównawczej wielkości aktuarialnych został omówio-
ny w paragrafie 3. Wyboru dokonano na podstawie przeciętnego dal-
szego czasu trwania życia mężczyzn i kobiet w roku 2009. Paragraf 4 
zawiera wyniki badań, a ich podsumowanie przedstawiono 
w paragrafie 5. 

2. Małżeńska renta hipoteczna 

Renta hipoteczna (ang. reverse annuity contract) jest to terminowe lub 
dożywotnie świadczenie, które właściciel nieruchomości może otrzy-
mać w zamian za przeniesienie praw własności na specjalnie w tym 
celu utworzony Fundusz Hipoteczny, gwarantując sobie w akcie nota-
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rialnym prawo do mieszkania w danym lokalu do śmierci. Renta hipo-
teczna oferowana jest w Polsce od 2005 r. ludziom starszym, jedynie 
w formie indywidualnej. Przeniesienie praw własności na fundusz 
następuje już po podpisaniu aktu notarialnego. Zabezpieczeniem tej 
transakcji, jak również wypłacania renty, jest wpis w dziale IV ksiąg 
wieczystych. Bezpieczeństwo klientów regulowane jest jedynie ko-
deksem cywilnym, a w razie bankructwa funduszu pozostaje docho-
dzenie swoich praw jedynie na drodze sądowej (por. [Borys 2013]).  

Właścicielami nieruchomości są często małżonkowie, dlatego warto 
rozważyć wprowadzenie na rynek małżeńskiej renty hipotecznej. Moż-
na wyróżnić dwa rodzaje renty małżeńskiej (por. [Marciniuk 2014]): 
• status wspólnego życia (w skrócie SWŻ) – małżeńską rentę hipo-

teczną, która wypłacana jest jedynie do momentu śmierci pierw-
szego z małżonków,  

• status ostatniego przeżywającego (w skrócie SOP) – małżeńską 
rentę hipoteczną, która wypłacana jest do momentu śmierci dru-
giego małżonka.  
Hipoteczna renta małżeńska jest produktem podobnym do renty 

małżeńskiej oferowanej przez ubezpieczycieli sprzedających renty 
życiowe. Dlatego do wyznaczania wszelkich wielkości aktuarialnych 
mogą być wykorzystywane techniki rozwijane dla ubezpieczeń wielo-
stanowych. Renty małżeńskie można opisać, używając modelu wielo-
stanowego, wykorzystywanego w teorii ubezpieczeń do modelowania 
ubezpieczeń wieloopcyjnych (por. [Dębicka 2012; Dębicka 2013]). Mo-
del wielostanowy to para dwóch zbiorów ( , )S T , gdzie { }1,2,...,S N=  
nazywa się przestrzenią stanów i oznacza wszystkie możliwe zdarze-
nia losowe związane z realizacją umowy. Natomiast T jest zbiorem 
wszystkich możliwych bezpośrednich przejść między stanami. Bezpo-
średnie przejście ze stanu i do stanu j oznaczane jest w postaci pary 
( , )i j , gdzie i j≠  oraz ,i j S∈ . 

Model wielostanowy dla hipotetycznej renty małżeńskiej ma na-
stępującą postać (por. [Dickson i in. 2009]) 

{ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( )( , ) 1,2,3,4 , 1,2 , 1,3 , 1,4 , 2,4 , 3,4S T = , 

gdzie elementy przestrzeni stanów oznaczają, że 
1 – oboje małżonkowie żyją, 
2 – mąż nie żyje, 
3 – żona nie żyje, 
4 – oboje małżonkowie nie żyją. 
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Schemat modelu wielostanowego hipotetycznej renty małżeńskiej 
został przedstawiony na rys. 1, gdzie okręgi symbolizują elementy 
przestrzeni stanów S , a strzałki bezpośrednie przejścia między nimi 
należące do zbioru T . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys. 1. Schemat modelu wielostanowego hipotecznej renty małżeńskiej 

Źródło: [Dickson i in. 2009]. 
 
Niech dla danej umowy renty hipotecznej, reprezentowanej przez 

model wielostanowy ( ),S T , funkcja ( ) StX ∈  oznacza, że małżon-
ków w chwili t (będącej czasem, jaki upłynął od rozpoczęcia umowy) 
dotyczy przypadek życiowy, któremu został przypisany stan należący 
do przestrzeni stanów S . Ze względu na zastosowania w praktyce, 
rozważany jest model dyskretny, gdzie płatności są realizowane na 
początku jednostek czasu, na jaki został podzielony okres wypłaty 
renty przewidziany w umowie. Wtedy { }( ) : 0,1,2,X t t =   jest proce-
sem stochastycznym przyjmującym wartości ze skończonej przestrze-
ni stanów S . Zakładamy, że w jednej jednostce czasu proces ( ){ }X t  
może zmienić stan tylko jeden raz (może zajść tylko jedno zdarzenie 
losowe). Umowa renty hipotecznej jest zawarta w chwili 0, a stan 
oznaczony numerem 1 oznacza stan początkowy, tzn. 1)0( =X . Po-
nadto niech n oznacza okres, na jaki została zawarta terminowa mał-
żeńska renta hipoteczna. Dla dożywotniej małżeńskiej renty hipotecz-
nej przyjmujemy, że ( )max ,m kn x xω= −  dla SWŻ oraz 

( )min ,m kn x xω= −  dla SOP, gdzie ω  jest maksymalnym czasem 
życia (obecnie 110=ω  lat zarówno dla kobiet jak i dla mężczyzn), 

1 

3 2 

4 
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mx  oznacza wiek mężczyzny, a kx  wiek kobiety w momencie podpi-
sywania umowy (tzw. wiek wstępu). 

W celu wyznaczenia wysokości raty renty małżeńskiej niezbędne 
jest określenie struktury probabilistycznej modelu wielostanowego 
hipotecznej renty małżeńskiej. Struktura probabilistyczna została 
określona przy następujących założeniach: 
• przyszłe czasy trwania życia męża i żony są niezależne, 
• { }( ) : 0,1,2,...X t t =  jest niejednorodnym łańcuchem Markowa. 
Dla dowolnej chwili 0,1,2,...,t n=  niech dany będzie wektor 

1 2 3 4( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ))Tt P t P t P t P t=P  prawdopodobieństw bycia procesu 
{ })(tX  w określonym stanie, gdzie ( ) ( ( ) )iP t P X t i= = . Przy założe-
niu, że proces { }( )X t  jest niejednorodnym łańcuchem Markowa, 

mamy, że 
1

0

( ) (0) ( )
t

T T

k

t k
−

=

= ∏P P Q , gdzie (0) (1,0,0,0)T=P  jest wekto-

rem rozkładu początkowego, a { } 1
0( ) n

kk −

=
Q  jest ciągiem macierzy praw-

dopodobieństw przejść o elementach zdefiniowanych w następujący 
sposób ( ) ( ( 1) | ( ) )ijq k P X k j X k i= + = =  (por. [Dębicka 2012]). Dla 

małżeńskiej renty hipotecznej macierze { } 1
0)( −

=

n
kkQ  są postaci 

0 0
( )

0 0

0 0 0 1

k m k m k m k m

k k

m m

x k x k x k x k x k x k x k x k

x k x k

x k x k

p p p q q p q q

p q
k

p q

+ + + + + + + +

+ +

+ +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
 
 =  
 
 
 

Q , 

gdzie 1x k x kp q+ += −  oznacza prawdopodobieństwo przeżycia 1 roku 
przez osobę w wieku x. Prawdopodobieństwa ,

k mx k x kp p+ +  odczytuje 
się bezpośrednio z tablic trwania życia odpowiednio dla kobiet i męż-
czyzn. 

W wyniku realizacji zawartej umowy powstają określone płatności 
(tj. składki i świadczenia), które tworzą strumienie finansowe.  
W przypadku hipotecznej renty małżeńskiej strumień składek jest 
jednoelementowy. Tworzy go jednorazowa składka płacona w ustalo-
nym momencie 0, oznaczona przez 1(0)π , która jest równa określo-
nemu procentowi α wartości nieruchomości W, ( ]0%,50%α ∈ , (por. 
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[Borys 2013]). Natomiast strumień świadczeń tworzą raty renty pła-
conej z góry w momencie t za okres [ ), 1t t + , gdy jtX =)( oznaczo-

nej symbolem )(tb j
 . Rodzaj hipotecznej renty małżeńskiej jest defi-

niowany przez strumień świadczeń wynikających z realizacji umowy  
w następujący sposób: 
• dla SWŻ  

1( ) dla 1  i  0,1,..., 1( )
0 poza tymj
b k j k nb k
 = = −

= 




 , 

• dla SOP  

1

2

3

( ) dla 1  i  0,1,..., 1
( ) dla 2  i  1,..., 1( )
( ) dla 3  i  1,..., 1

0 poza tym

j

b k j k n
b k j k nb k
b k j k n

 = = −
 = = −= 

= = −










. 

Do wyznaczenia wysokości stałej raty renty wykorzystane zostały 
formuły macierzowe, które zostały wyprowadzone w [Dębicka i Mar-
ciniuk manuscript], przy założeniu, że spełniona jest zasada równo-
ważności oraz przyszłe czasy trwania życia męża i żony są niezależne. 
Zastosowanie zapisu macierzowego jest możliwe jedynie dla zmody-

fikowanego modelu wielostanowego ( )* *,S T . Ponieważ w wyniku 
umowy hipotecznej renty małżeńskiej nie są wypłacane jednorazowe 
świadczenia związane ze zmianą stanu (np. z tytułu śmierci jednego 

współmałżonków), to mamy, że ( ) ( )* *, ,S T S T=  (por. [Dębicka 2012; 
Dębicka 2013]).  

Dla SWŻ niech 1( )b k b=   dla [ ), 1k k +  ( )0,1,..., 1k n= −  oznacza 
stałą rentę płatną z góry, jeżeli oboje małżonkowie żyją. Wtedy 

 ( )
1 1

1 1 1 1

.
T

out
T T T

n n

b
+ +

=
−

I C J
I Λ I I I DJ

  (1) 

Natomiast dla SOP gdzie 1(0)b b=   oraz 1 2 3( ) ( ) ( )b k b k b k b= = =     
dla [ ), 1k k +  ( )1,..., 1k n= −  oznaczają raty stałej renty płatnej  
z góry, jeżeli co najmniej jeden z małżonków żyje w momencie k, 
mamy, że 
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 ( ) ( )
1 1

1 1 1 1 1 4

.
1

T
out

T T T T
n n

b
+ +

=
− − − +

I C J
I Λ I I I I I D S J

  (2) 

We wzorach (1) i (2) macierz ( )1 4nR + ×∈D  związana jest ze struktu-
rą probabilistyczną modelu i określona jest następująco 

(0)

(1) .

( )

T

T

T n

 
 
 =  
 
 
 

P

PD

P



 

Ze stopą procentową związana jest macierz ( ) ( )1 1n nR + × +∈Λ , której 
elementy 

1 2k kλ  zawierają wartości średnie funkcji dyskonta ( )1 2,v k k  
i wartości średnie funkcji akumulacji ( )1 2,r k k . W szczególności dla 
stałej stopy procentowej  

( )

( )
1 2

2 1 1 2

1 2

1 2 1 2

, dla
1 dla .
, dla

k k

v k k k k
k k

r k k k k
λ

>
= =
 <

  

Macierz przepływów pieniężnych ( )1 4n
out R + ×∈C  jest określona dla 

Funduszu Hipotecznego, gdzie αW jest wartością nieruchomości, dla 
której określana jest wysokość renty hipotecznej (α – procent wartości 
nieruchomości W, którą posiadają małżonkowie) i reprezentuje wy-
datki (ang. outgo) związane z zakupem hipotecznej renty przez parę 
małżonków. Niezależnie od rodzaju małżeńskiej renty hipotecznej 
(SWŻ, czy SOP) macierz przepływów pieniężnych ma następującą 
postać  

0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

out

Wα 
 
 =
 
 
 

C
   

. 

Natomiast ( ) ( ) ( )1 41,1,1,1 , 1,0,0,0 , 0,0,0,1 ,T T T= = =S J J



1
1

1
0,0,..., 1 ,...,0

T
n

k
k

R +
+

+

 
= ∈ 
 

I  są wektorami pomocniczymi. 
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3. Wybór krajów Unii Europejskiej 

Celem artykułu jest analiza porównawcza wielkości netto świadczeń 
rentowych w krajach Unii Europejskiej w przypadku małżeńskiej ren-
ty hipotecznej. W szczególności określenie zakresu wielkości świad-
czeń rentowych w zależności od wieku małżonków i ich narodowości. 
Rozważania prowadzone są dla kobiet i mężczyzn w wieku 60, 65, 70, 
75, 80, 85 lat. Kluczowym aspektem jest określenie kryteriów wyboru 
krajów należących do UE. Kraje zostały wybrane według następują-
cych kryteriów: 
K1. oczekiwane dalsze trwanie życia było najdłuższe lub najkrótsze  

w grupach wiekowych (60, 65, 70, 75, 80, 85 lat) z podziałem na 
płeć według tablic trwania życia z 2009 r.,  

K2. różnica między oczekiwanym przyszłym trwaniem życia kobiet 
i mężczyzn najbardziej lub najmniej się różniła w danej grupie 
wiekowej w 2009 r., przy założeniu, że mężczyzna i kobieta są 
tej samej narodowości. 

Niech c
xe  oznacza przeciętne dalsze trwanie życia osoby w wieku x 

pochodzącej z kraju c  należącego do UE. Wybór krajów UE do anali-
zy rozpoczęto od wyznaczenia podstawowych parametrów statystyki 
opisowej dla sześciu 27-elementowych szeregów zawierających  

k

c
xe dla kobiet ( { }60,65,70,75,80,85kx ∈  lat) oraz dla sześciu  

27-elementowych szeregów zawierających 
m

c
xe  dla mężczyzn  

( { }60,65,70,75,80,85mx ∈  lat). Szeregi te zamieszczone zostały  
w Załączniku 1.  

Dla każdego analizowanego wieku zarówno górna, jak i dolna 
granica przedziału trzy-sigmowego dla kobiet jest większa niż odpo-
wiednia granica dla mężczyzn. Ponadto zauważmy, że dla każdego 
wieku i obu płci nie istnieją obserwacje odstające, gdyż dla każdego  
z analizowanych szeregów wartości najmniejsze ( ( ) min c

xc UE
Min x e

∈
= ), 

jak i największe ( ( ) max c
xc UE

Max x e
∈

= ) mieszczą się w wyznaczonym dla 

swojego szeregu przedziale trzy-sigmowym.  
Zgodnie z kryterium K1 (por. tabela 1 oraz załącznik 1) okazało 

się, że niezależnie od wieku, najkrótszy przyszły czas trwania życia 
(Min(x)) miały kobiety żyjące w Bułgarii, a najdłuższy (Max(x)) Fran-
cuski. W przypadku mężczyzn najkrótszy przyszły czas trwania życia 
charakteryzował Litwinów (w wieku 60, 65, 70, 75=mx lat) oraz Bułga-



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 
STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

 

 

 

  

 

Analiza porównawcza hipotecznych rent małżeńskich w krajach Unii Europejskiej 97 

rów (w wieku 80, 85=mx lat). Podobnie jak w przypadku kobiet, także 
Francuzi (w każdej analizowanej grupie wiekowej) mogli spodziewać 
się najdłuższego przyszłego czasu trwania życia.  

Tabela 1. Statystyki dotyczące przeciętnego przyszłego czasu trwania życia kobiet  
i mężczyzn w roku 2009 w krajach UE 

Płeć KOBIETY MĘŻCZYŹNI 
Wiek 60 65 70 75 80 85 60 65 70 75 80 85 

Średnia arytmetyczna 24,4 20,2 16,1 12,4 9,1 6,6 20,1 16,5 13,1 10,1 7,5 5,6 
Odchylenie standardowe 1,7 1,5 1,4 1,2 0,9 0,7 2,2 1,7 1,3 0,9 0,6 0,5 
Dolna granica typowego 
obszaru zmienności  22,7 18,7 14,7 11,2 8,2 6,0 17,9 14,7 11,8 9,1 6,9 5,1 
Polska 23,2 19,2 15,3 11,7 8,6 6,3 17,9 14,8 11,9 9,3 7,0 5,3 
Górna granica typowego 
obszaru zmienności 26,1 21,7 17,5 13,5 10,0 7,3 22,2 18,2 14,4 11,0 8,1 6,0 
Dolna granica przedziału 
trzy-sigmowego  19,4 15,6 12,0 8,9 6,3 4,6 13,6 11,3 9,2 7,3 5,6 4,1 
Wartość najmniejsza – 
Min(x) 21,2 17,1 13,3 9,9 7,1 5,2 15,9 13,2 10,7 8,4 6,3 4,8 
Wartość największa – 
Max(x) 27,5 23,2 18,9 14,9 11,2 8,2 22,5 18,7 15,1 11,7 8,8 6,5 
Górna granica przedziału 
trzy-sigmowego 29,4 24,8 20,2 15,9 11,9 8,6 26,6 21,6 17,0 12,9 9,4 7,0 

Źródło: opracowanie własne. 

 
Polska okazała się krajem, w którym przeciętne dalsze trwanie  

życia kobiet i mężczyzn w 2009 r. było typowe w każdej z analizowa-
nych grup wiekowych i jako reprezentant grupy krajów o typowym 
przeciętnym przyszłym czasie trwania życia wybrana została do ana- 
lizy. 

Ponieważ w przypadku małżeńskiej renty hipotecznej wysokość 
świadczenia zależy od przyszłego czasu trwania życia zarówno żony, 
jak i męża, to w kolejnej fazie wyboru krajów do analizy podana zo-
stała bezwzględna różnica przyszłego czasu trwania życia kobiety 
i mężczyzny tj. 

k m

c c
x xe e− . Zgodnie z kryterium K2 wybrane zostały  

te kraje, dla których różnica między przyszłym trwaniem życia kobiet 
i mężczyzn była największa ( ( , ) max | |

k m

c c
k m x xc UE

Max x x e e
∈

= − ) 

lub najmniejsza ( ( , ) min | |
k m

c c
k m x xc UE

Min x x e e
∈

= − ) w danej grupie wieko-

wej. Wyniki zostały zamieszczone odpowiednio w tabelach 2 i 3. 
W górnej części tabeli 2 w nawiasach znajdują się te kraje, dla któ-

rych różnica między przeciętnym przyszłym czasem trwania życia 
kobiet i mężczyzn jest druga (II) lub trzecia (III) w kolejności. Powo-
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dem jest konieczność pominięcia w całej analizie niektórych krajów 
UE. Mianowicie Estonia została wyłączona z analizy, ze względu na 
dużą migrację jej mieszkańców na przełomie XX i XXI w. Tablice 
Trwania Życia dla tego kraju nie odzwierciedlają wiernie jego sytuacji 
demograficznej. Dodatkowo ze względu na brak dostępu do jedno-
rocznych tablic trwania życia, w analizie pominięte zostały Cypr, 
Grecja i Rumunia. Ponadto, jeżeli w danej grupie wiekowej dwa kraje 
miały taką sama różnicę między przyszłym czasem trwania życia żony 
i męża, wybrany został kraj z dłuższym oczekiwanym przyszłym cza-
sem trwania życia dla kobiet i mężczyzn. Ostateczny wybór krajów 
został zamieszczony w dolnej części tabeli 2 wraz z bezwzględną róż-
nicą (w latach) między przeciętnym przyszłym czasem trwania życia 
kobiet i mężczyzn tj. ( , )k mMax x x . 

Dolna część tabeli 3 przedstawia ostateczny wybór krajów ze 
względu na najmniejszą różnicę  między  przeciętnym  przyszłym cza- 

Tabela 2. Kraje UE charakteryzujące się największą różnicą między przeciętnym przyszłym 
czasem trwania życia kobiet i mężczyzn w roku 2009 

xk\xm 60 65 70 75 80 85 
60 Litwa Estonia  

(II –Litwa) 
Francja Francja Francja Francja 

65 Litwa Litwa Francja Francja Francja Francja 
70 Cypr  

(II – Grecja,  
Szwecja) 

Cypr  
(II – Estonia,  
III-Hiszpania) 

Estonia 
(II – Francja,  
Litwa) 

Francja Francja Francja 

75 Cypr  
(II – Grecja,  
Szwecja) 

Cypr  
(II –Hiszpania) 

Cypr  
(II – Hiszpania,  
Luksemburg) 

Francja Francja Francja 

80 Cypr  
(II – Szwecja) 

Cypr  
(II – Hiszpania) 

Cypr  
(II – Hiszpania,  
Luksemburg) 

Rumunia  
(II –Luksem- 
burg) 

Luksemburg Luksemburg 

85 Szwecja Grecja 
(II – Hiszpania) 

Grecja  
(II – Luksemburg) 

Grecja  
(II – Luksem- 
burg) 

Rumunia  
(II – Grecja, 
Niemcy) 

Luksemburg 

 
xk\xm 60 65 70 75 80 85 

60 Litwa  
6,5 

Litwa 
9,1 

Francja 
12,4 

Francja 
15,8 

Francja 
18,7 

Francja 
21,0 

65 Litwa 
2,6 

Litwa 
5,2 

Francja 
8,1 

Francja 
11,5 

Francja 
14,4 

Francja 
16,7 

70 Szwecja 
5,3 

Hiszpania 
7,9 

Francja 
3,8 

Francja 
7,2 

Francja 
10,1 

Francja 
12,4 

75 Szwecja 
9,2 

Hiszpania 
11,2 

Hiszpania 
6,8 

Francja 
3,2 

Francja 
6,1 

Francja 
8,4 

80 Szwecja 
12,7 

Hiszpania 
14,1 

Hiszpania 
9,7 

Luksemburg 
5,9 

Luksemburg 
2,5 

Luksemburg 
4,9 

85 Szwecja 
15,5 

Hiszpania 
16,3 

Luksemburg 
12,1 

Luksemburg 
8,3 

Niemcy 
1,5 

Luksemburg 
2,3 

Źródło: opracowanie własne. 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 
STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

 

 

 

  

 

Analiza porównawcza hipotecznych rent małżeńskich w krajach Unii Europejskiej 99 

sem trwania życia kobiet i mężczyzn dla poszczególnych grup wie-
kowych wraz z bezwzględną różnica (w latach) między przeciętnym 
przyszłym czasem trwania życia kobiet i mężczyzn tj. ( , )k mMin x x . 
Podobnie jak w tabeli 2, w analizie pominięto Cypr i Rumunię. Nato-
miast, jeżeli w danej grupie wiekowej dwa kraje miały taką sama róż-
nicę między przyszłym czasem trwania życia kobiety i mężczyzny, 
wybrano kraj z krótszym oczekiwanym przyszłym czasem trwania 
życia dla obu płci.  

Tabela 3. Kraje UE charakteryzujące się najmniejszą różnicą między przeciętnym przyszłym 
czasem trwania życia kobiet i mężczyzn w roku 2009 

xk\xm 60 65 70 75 80 85 
60 Wielka Brytania,  

Dania 
Dania Rumunia  

(II – Bułgaria) 
Rumunia 
(II – Bułgaria) 

Rumunia  
(II – Bułgaria) 

Rumunia  
(II – Bułgaria) 

65 Bułgaria,  
Czechy, 
Luksemburg 

Wielka 
Brytania,  
Dania 

Rumunia  
(II – Bułgaria) 

Rumunia 
(II – Bułgaria) 

Rumunia  
(II – Bułgaria) 

Rumunia 
(II – Bułgaria) 

70 Litwa Słowenia, 
Słowacja 

Rumunia 
(II – Cypr, 
III – Bułgaria) 

Rumunia  
(II – Bułgaria) 

Rumunia  
(II – Bułgaria) 

Rumunia  
(II – Bułgaria) 

75 Litwa Litwa Francja,  
Litwa,  
Węgry 

Rumunia  
(II – Bułgaria, 
Cypr) 

Rumunia  
(II – Bułgaria) 

Rumunia  
(II – Bułgaria) 

80 Litwa Łotwa Łotwa Łotwa  Rumunia  
(II – Bułgaria) 

Rumunia  
(II – Bułgaria) 

85 Łotwa Łotwa Łotwa Łotwa  Luksemburg Bułgaria, 
Niemcy 

 

xk\xm 60 65 70 75 80 85 
60 Dania 

3,0 
Dania 
6,8 

Bułgaria 
10,1 

Bułgaria 
12,7 

Bułgaria 
14,9 

Bułgaria 
16,4 

65 Luksemburg 
 0,1 

Dania 
 2,7 

Bułgaria 
6,0 

Bułgaria 
8,6 

Bułgaria 
10,8 

Bułgaria 
12,3 

70 Litwa 
1,2 

Słowacja 
0 

Bułgaria 
2,2 

Bułgaria 
4,8 

Bułgaria 
7,0 

Bułgaria 
8,5 

75 Litwa 
4,8 

Litwa 
2,2 

Węgry 
0,2 

Bułgaria 
1,4 

Bułgaria 
3,6 

Bułgaria 
5,1 

80 Litwa 
7,8 

Łotwa 
5,2 

Łotwa 
2,7 

Łotwa  
0,3 

Bułgaria 
0,8 

Bułgaria 
2,3 

85 Łotwa 
10,0 

Łotwa 
7,3 

Łotwa 
4,8 

Łotwa 
2,5 

Luksemburg 
0,1 

Bułgaria 
0,4 

Źródło: opracowanie własne. 

 
Bazując na powyżej dokonanym wyborze, w paragrafie 4 prze-

prowadzono analizę zakresu różnic między wysokością świadczeń 
wynikających z realizacji umowy małżeńskiej renty hipotecznej. 
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4. Przykłady numeryczne 

Przykłady numeryczne, zaprezentowane w tym punkcie, wykonane są 
za pomocą własnych interfejsów, napisanych w programie MATLAB. 
Do obliczeń przyjęto, że 100 000=W  oraz α = 50%. Wyliczone w 
przykładach tego paragrafu wielkości świadczeń są traktowane jako 
swego rodzaju wskaźnik taryfowy i odpowiadają wielkości świadcze-
nia przypadającego na każde 100 000 wartości nieruchomości (dla  
α = 0,5). W przypadku, gdy rzeczywista wartość nieruchomości wy-
nosi 1W , wystarczy przemnożyć otrzymane wyniki przez 1

1W W −⋅ . 
Prawdopodobieństwa przeżycia wyznaczone zostały na podstawie 
Tablic Trwania Życia z 2009 r. dla poszczególnych państw, wcho- 
dzących w skład UE, dostępnych na stronie www.mortality.org. Do 
obliczeń zastosowano stałą stopę procentową 3,79%i = , jako długo-
terminową stopę procentową w modelu Svenssona, uzyskaną na pod-
stawie rzeczywistych danych z rynku polskiego (por. [Dębicka i Mar-
ciniuk 2014; Marciniuk 2009]). Przedstawione przykłady obliczone są 
dla osób w wieku 60, 65, 70, 75, 80, 85 lat. 

Analiza otrzymanych wyników została podzielona na dwie części. 
Pierwsza część dotyczy analizy wysokości świadczeń rentowych dla 
małżeństw pochodzących z krajów UE, wybranych zgodnie z kryte-
rium K1. Druga część analizy dotyczy rat rent wyznaczonych dla kra-
jów UE, wybranych na podstawie kryterium K2.  

Rysunek 2 przedstawia stałe roczne świadczenia rentowe w zależno-
ści od wieku kobiet i mężczyzn oraz rodzaju renty hipotecznej określo-
nych dla małżeństw francuskich (najdłużej żyjących), polskich (o ty-
powym przeciętnym przyszłym czasie trwania życia) i najkrócej żyją-
cych tj. mieszanych bułgarsko-łotewskich (kobieta w dowolnym wieku, 
mężczyzna do 75 lat) i bułgarskich (dla mężczyzn po 75. roku życia).  

Na rys. 3 przedstawione zostały wysokości rocznych świadczeń w 
przypadku rent hipotecznych obu rodzajów dla małżeństw najdłużej, 
najkrócej i typowo żyjących, gdy małżonkowie są równolatkami 
( )k mx x= . Na rys. 3 liczby w nawiasach oznaczają odpowiedni wiek 

żony i męża tj. ( );k mx x . Należy zauważyć, że świadczenie w obu  
rodzajach rent hipotecznych rośnie wraz z wiekiem małżonków.  
W przypadku SWŻ większy wpływ na wysokość świadczenia ma 
wiek mężczyzny, w przypadku SOP większy wpływ ma wiek kobiety. 
Ponadto dla małżeństw w każdym wieku pochodzących z kraju z naj-
krótszym przeciętnym przyszłym czasem trwania życia świadczenie 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 
STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

 

 

 

  

 

Analiza porównawcza hipotecznych rent małżeńskich w krajach Unii Europejskiej 101 

jest najwyższe. W przypadku SWŻ przy ustalonym wieku kobiety 
różnice te wraz ze wzrostem wieku mężczyzn maleją od 33% do 27% 
dla 65-letniej kobiety i od 48% do 41% dla kobiety w wieku 85 lat. 
Wraz ze wzrostem wieku kobiety, a przy ustalonym wieku mężczyzny 
w przypadku SWŻ, różnice w wysokości świadczeń rosną od 33%  
do 48% dla mężczyzny w wieku 65 lat oraz od 27% do 41% dla  
85-letniego mężczyzny. W przypadku SOP różnice te są nieco niższe 
i kształtują się na poziomie 28%–40% (rosną wraz z wiekiem męż-
czyzn przy ustalonym wieku kobiet oraz przy ustalonym wieku męż-
czyzn rosną, a następnie nieznacznie maleją). 
 

 
Rys. 2. Roczne świadczenie dla małżeństw francuskich (F), polskich (P) i mieszanych  
łotewsko-bułgarskich (Ł+B) oraz bułgarskich (B) 

Źródło: opracowanie własne.  
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Rys. 3. Zakres wielkości rocznych świadczeń w krajach UE dla małżeństw równolatków 

Źródło: opracowanie własne.  
 

 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 
STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

 

 

 

  

 

Analiza porównawcza hipotecznych rent małżeńskich w krajach Unii Europejskiej 103 

 
Rys. 4. Różnica między wysokością raty renty w krajach z najkrótszym i najdłuższym 
przyszłym czasie trwania życia (ramiona siatki – wiek kobiet; linie na których rozpina się 
pajęczyna – wiek mężczyzn) 

Źródło: opracowanie własne.  
 
Niezależnie od wieku małżonków, świadczenia wynikające z 

umowy renty hipotecznej rodzaju SWŻ są wyższe niż te, określone 
dla renty hipotecznej rodzaju SOP. Zakres zmienności świadczeń 
między małżeństwem z Francji (najdłuższy przeciętny przyszły czas 
trwania życia) a Bułgarii lub Bułgarii i Łotwy (najkrótszy przeciętny 
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przyszły czas trwania życia) w przypadku SWŻ jest dużo większy niż 
w przypadku SOP, co wyraźnie można zaobserwować na rys. 4.  

Analizie poddano również wyniki dotyczące wysokości świadczeń 
rentowych dla małżeństw pochodzących z krajów, gdzie są najwięk-
sze lub najmniejsze bezwzględne różnice między oczekiwanym przy-
szłym trwaniem życia żony i męża przy założeniu, że małżonkowie 
pochodzą z tego samego kraju (por. tabele 2 i 3). 

Na rys. 5 przedstawiono wartości świadczeń [ , ( , )]k mSWŻ Max x xb dla 
renty hipotecznej rodzaju SWŻ w  krajach  z największą  bezwzględną 

 

 
Rys. 5. Wysokość raty renty SWŻ w krajach z największą i najmniejszą bezwzględną 
różnicą między przeciętnym przyszłym czasem trwania życia żony i męża 

Źródło: opracowanie własne. 
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różnicą między przeciętnym przyszłym czasem trwania życia męża i 
żony oraz wartości raty renty )],(,[ mk xxMinSWŻb  w krajach z najmniejszą 
bezwzględną różnicą między przeciętnym przyszłym czasem trwania 
życia małżonków. Natomiast zmiany procentowe świadczeń w krajach 
z najmniejszą w stosunku do największej bezwzględnej różnicy mię-
dzy przeciętnym przyszłym czasem trwania życia małżonków, czyli 
wielkości 

[ , ( , )]

[ , ( , )] 1 100 %
k m

k m

SWŻ Min x x

SWŻ Max x x
b
b

 
− ⋅ 

 





, 

zostały przedstawione w tabeli 4. Różnice te są większe w przypadku 
krajów, gdzie bezwzględna różnica między dalszym trwaniem życia 
kobiet i mężczyzn jest najmniejsza, tylko w pięciu przypadkach jest 
odwrotnie. Największa różnica bezwzględna między czasem trwania 
życia dla małżonków w wieku 75 lat jest we Francji (por. tabela 2), a 
najmniejsza dla Bułgarii (por. tabela 3). W tym przypadku świadcze-
nie jest aż o 41% wyższe dla małżeństwa bułgarskiego (największa 
różnica w wysokości świadczenia). Gdy mężczyzna jest w wieku 60 
lat, a jego żona ma 65 lat, to największa bezwzględna różnica między 
przeciętnym przyszłym trwaniem życia małżonków jest na Litwie, a 
najmniejsza w Luksemburgu. W tym przypadku to małżeństwo z Li-
twy pobierałoby wyższe o 20% świadczenie.  

Tabela 4. Różnica między wysokością świadczeń dla najmniejszej i największej  
bezwzględnej różnicy między trwaniem życia małżonków  
dla małżeńskiej renty hipotecznej rodzaju SWŻ 

  Wiek mężczyzny 
  60 65 70 75 80 85 

W
ie

k 
ko

bi
et

y 60 -16% -15% 29% 30% 31% 27% 
65 -20% -14% 32% 32% 32% 28% 
70 20% 9% 36% 36% 35% 30% 
75 19% 25% 30% 41% 40% 34% 
80 19% 28% 34% 33% 21% 18% 
85 22% 25% 25% 25% -3% 21% 

Źródło: opracowanie własne. 

 
Analogicznie jak na rys. 5, porównanie między wartościami 

świadczeń [ , ( , )]k mSOP Max x xb dla renty hipotecznej rodzaju SOP w krajach 
z największą bezwzględną różnicą między przeciętnym przyszłym 
czasem trwania życia męża i żony oraz wartości raty renty 
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)],(,[ mk xxMinSOPb  w krajach z najmniejszą bezwzględną różnicą między 
przeciętnym przyszłym czasem trwania życia małżonków zostało 
przedstawione na rys. 6. Natomiast zmiany procentowe świadczeń  
w krajach  z  najmniejszą  w  stosunku  do  największej  bezwzględnej 

 

 
Rys. 6. Wysokość raty renty SOP w krajach z największą i najmniejszą bezwzględną różnicą 
między przeciętnym przyszłym czasem trwania życia żony i męża 

Źródło: opracowanie własne.  
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różnicy między przeciętnym przyszłym czasem trwania życia małżon-
ków, czyli wielkości 

[ , ( , )]

[ , ( , )] 1 100 %
k m

k m

SOP Min x x

SOP Max x x
b
b

 
− ⋅ 

 





, 

zostały przedstawione w tabeli 5. Świadczenie rentowe dla renty ro-
dzaju SOP w krajach, gdzie jest największa bezwzględna różnica mię-
dzy przeciętnym przyszłym trwaniem życia mężczyzn i kobiet jest 
wyższe, poza czterema przypadkami, dla małżeństw, gdy kobieta lub 
mężczyzna jest w wieku do 65 lat. Należy zauważyć, że gdy mężczy-
zna ma 60 lat, a jego żona jest w wieku 65 lat, to największa bez-
względna różnica między trwaniem życia małżonków jest na Litwie, a 
najmniejsza w Luksemburgu. W tym przypadku małżeństwo z Litwy 
pobiera wyższe świadczenie o 16% (największa różnica w wysokości 
świadczenia). Jednak największą rozpiętość między świadczeniami 
obserwujemy w przypadku małżeństwa mężczyzny w wieku 85 lat z 
kobietą w wieku w wieku 75 lat. Oznacza to, że małżeństwo bułgar-
skie mogłoby liczyć na świadczenie rentowe aż o 42% wyższe niż 
małżeństwo we Francji.  

Tabela 5. Różnica między wysokością świadczeń dla najmniejszej i największej  
bezwzględnej różnicy między trwaniem życia małżonków  
dla małżeńskiej renty hipotecznej rodzaju SOP 

  Wiek mężczyzny 
  60 65 70 75 80 85 

W
ie

k 
ko

bi
et

y 60 -10% -8% 30% 30% 29% 28% 
65 -16% -9% 34% 34% 34% 33% 
70 22% 6% 37% 37% 38% 38% 
75 26% 20% 24% 40% 41% 42% 
80 30% 27% 30% 26% 16% 26% 
85 36% 29% 25% 20% 1% 21% 

Źródło: opracowanie własne. 

5. Podsumowanie 

Na wysokość świadczenia małżeńskiej renty hipotecznej wpływa 
przyszły czas trwania życia, a zatem i kraj, z którego pochodzą mał-
żonkowie. Świadczenie jest najwyższe w krajach z najkrótszym cza-
sem trwania życia, tj. w Bułgarii lub Bułgarii i Łotwie. Różnice 
w wysokości świadczeń między krajami UE są duże i sięgają nawet 
do 50%. Ponadto rata renty wzrasta wraz z wiekiem małżonków. Ge-



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 

STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

108 Joanna Dębicka, Agnieszka Marciniuk 

neralnie (poza kilkoma omówionymi przypadkami – małżeństw do 65. 
roku życia) na wyższe świadczenie mogą liczyć małżonkowie z kra-
jów, w których bezwzględna różnica między przeciętnym przyszłym 
czasem trwania ich życia jest jak najmniejsza.  

Na wysokość świadczenia wpływa również rodzaj małżeńskiej 
renty hipotecznej. W przypadku statusu wspólnego trwania życia 
SWŻ świadczenie rentowe jest wyższe niż świadczenie, uzyskane z 
umowy rodzaju SOP. Niezależnie od wieku małżonków zakres 
zmienności świadczenia między małżeństwem z Francji (najdłuższy 
czas trwania życia), a Bułgarii lub Bułgarii i Łotwy (najkrótszy czas 
trwania życia) w przypadku umów rodzaju SWŻ jest dużo większy niż 
w przypadku umów rodzaju SOP. Dla rent hipotecznych rodzaju SWŻ 
wiek mężczyzny ma większy wpływ na wysokość świadczenia, od-
wrotnie niż w przypadku umów rodzaju SOP, gdzie to wiek kobiety 
ma większe znaczenie.  
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Załącznik 1 

Przeciętne dalsze trwanie życia kobiet i mężczyzn 
k

c
xe , 

m

c
xe   

( { }, 60,65,70,75,80,85k mx x ∈ ) określone na bazie tablic trwania życia 
z 2009 roku. 

 WIEK KOBIET WIEK MĘŻCZYZN 

KRAJ (c) 60 65 70 75 80 85 60 65 70 75 80 85 

Austria 25,4 21,2 17,0 13,1 9,6 6,9 21,4 17,6 14,1 10,8 8,0 5,8 

Belgia 25,4 21,1 17,1 13,2 9,8 7,1 21,3 17,5 13,9 10,6 7,9 5,7 

Bułgaria 21,2 17,1 13,3 9,9 7,1 5,2 17,0 13,9 11,1 8,5 6,3 4,8 

Cypr 25,1 20,7 16,3 12,2 9,0 6,7 22,0 18 14,2 10,8 7,8 5,4 

Czechy 22,9 18,8 14,8 11,2 8,1 5,8 18,7 15,2 12,1 9,3 6,8 4,9 

Dania 23,6 19,5 15,6 12,1 9,1 6,5 20,6 16,8 13,2 10,0 7,4 5,3 

Estonia 23,4 19,3 15,3 11,7 8,6 6,2 17,2 14,1 11,3 8,9 6,8 5,1 

Finlandia 25,9 21,5 17,4 13,4 9,9 7,1 21,1 17,3 13,9 10,7 7,9 5,8 

Francja 27,5 23,2 18,9 14,9 11,2 8,2 22,5 18,7 15,1 11,7 8,8 6,5 

Grecja 25,3 20,8 16,5 12,5 9,0 6,5 21,8 17,9 14,2 10,9 8,0 5,9 

Hiszpania 27,0 22,5 18,1 14,0 10,4 7,5 22,2 18,3 14,6 11,3 8,4 6,2 

Holandia 25,3 21,0 16,9 13,1 9,7 7,0 21,6 17,6 13,8 10,5 7,8 5,7 

Irlandia 25,0 20,7 16,6 12,9 9,7 7,1 21,4 17,4 13,7 10,4 7,6 5,6 

Litwa 22,7 18,8 15,0 11,4 8,4 6,1 16,2 13,6 11,2 8,7 6,6 4,9 

Luksemburg 25,6 21,4 17,2 13,4 10,0 7,4 21,5 17,6 13,8 10,4 7,5 5,1 

Łotwa 21,9 18,1 14,3 10,9 8,0 5,9 15,9 13,2 10,7 8,4 6,5 5,0 

Malta 25,0 20,6 16,5 12,5 9,3 6,9 21 16,8 13,2 9,7 7,3 5,1 

Niemcy 25,1 20,8 16,6 12,7 9,3 6,7 21,5 17,6 14,1 10,9 8,2 6,3 

Polska 23,2 19,2 15,3 11,7 8,6 6,3 17,9 14,8 11,9 9,3 7,0 5,3 

Portugalia 25,2 20,8 16,5 12,6 9,1 6,5 21 17,2 13,6 10,3 7,5 5,5 

Rumunia 21,3 17,3 13,5 10,2 7,4 5,4 17,5 14,4 11,7 9,3 7,4 6,5 

Słowacja 22,1 18,0 14,1 10,7 7,7 5,6 17,3 14,1 11,2 8,7 6,5 4,9 

Słowenia 24,8 20,5 16,4 12,6 9,3 6,8 20,1 16,4 13,1 10,1 7,6 5,7 

Szwecja 25,5 21,2 17,1 13,2 9,7 6,9 22,4 18,2 14,4 10,9 8,0 5,6 

Węgry 22,1 18,2 14,5 11,1 8,3 6,3 16,9 14,0 11,3 8,9 6,9 5,5 

Wielka Brytania 25,0 20,7 16,7 13,0 9,8 7,2 22,0 18,0 14,3 11,1 8,2 6,1 

Włochy 26,2 21,8 17,6 13,6 10,0 7,1 22,1 18,1 14,3 10,9 7,9 5,7 

Źródło: Eurostat [www.epp.eurostat.ec.europa.eu (dostęp: 9.10.2014)]. 

 

http://www.epp.eurostat.ec.europa.eu/
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COMPARATIVE ANALYSIS OF MARRIAGE REVERSE ANNUITY 
CONTRACTS IN THE COUNTRIES OF THE EUROPEAN UNION  

Summary: People live longer. Social insurance pensions are low and may be insufficient to 
survive with dignity. Therefore, new products appear on the market, which creates a possibility 
of obtaining additional financial resources. One of such products is called a reverse annuity 
contract. When the property owners are couples, an important issue is enabling the marriage 
reverse annuity contract when both spouses are alive, and then when one of them dies. The aim 
of this article is a comparative analysis of the amount of the marriage reverse annuity contract 
benefits in the countries of the European Union. In particular to determine the range of the size 
of annuity payments. For analysis of the amount of annuity benefits, countries in which the 
expected future life expectancy of men and women were the shortest and the longest a fixed 
age group of spouses was selected. In addition, the amount of annuities was analyzed in the 
countries where the absolute difference between the duration of the life of the spouses is the 
smallest and the largest. Poland is the country in which the expected future life expectancy of 
women and men, and the difference between these values is typical. Therefore, Poland was 
included in the analysis. In order to simplify the calculations, the matrix representation of 
formulas for annuity benefits is used. The analysis is based on Life Tables from the year 2009. 
All calculations were made using own interfaces written in MATLAB. 

Keywords: marriage reverse annuity contract, status of the common life, status of the last 
surviving, multiple state model. 
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Streszczenie: W prezentowanym artykule zaproponowano nową klasyfikację sytuacji 
ryzykownych, umożliwiającą jednolite ujęcie problemów związanych z niepewnością  
i ryzykiem. Z podanej klasyfikacji jasno wynika, że nie ma sensu, bo to niemożliwe, 
formułowanie ogólnych teorii ryzyka. W większości przypadków postępowanie w warun-
kach niepewności i ryzyka polega na stosowaniu ogólnego rozsądku opartego na do-
świadczeniu. Co nie oznacza, że postępowanie takie nie jest wspierane wiedzą naukową. 
Istnieją jednak sytuacje ryzykowne, które od blisko stu lat stanowią przedmiot intensyw-
nych badań naukowych. W większości przypadków są to sytuacje decyzyjne badane za 
pomocą metod statystycznych. Tym badaniom poświęcono główną część niniejszej pracy. 
Jednym z ważniejszych celów było wyjaśnienie różnicy i znaczenia dwóch głównych 
pojęć stosowanych w statystycznych modelach decyzyjnych. Jednym z nich jest pojęcie 
użyteczności, drugim zaś subiektywna oczekiwana użyteczność. Użyteczność w sensie 
Bernoullego, mimo użycia takiego samego słowa, jest istotnie różna od użyteczności  
w sensie von Neumanna i Morgensterna. Tak samo „subiektywna wartość oczekiwana”  
w teorii Savage’a, poza samym podłożem psychologicznym, nie ma nic wspólnego  
z subiektywną wartością oczekiwaną w teorii niepewnych perspektyw (nie prospektów!) 
Kahnemana i Twersky’ego.  

Słowa kluczowe: klasyfikacja sytuacji ryzykownych, maksymalizacja użyteczności, 
teorie ryzyka, teorie subiektywnej użyteczności. 

1. Wstęp 

Sytuacja ryzykowna jest w niniejszej pracy rozumiana jako każda 
sytuacja, w której jednostka narażona jest na niekorzystne dla niej 
skutki, jakie mogą być spowodowane w wyniku zajścia określonego 
zdarzenia losowego. Jednostką może być osoba fizyczna, osoba praw-
na lub dowolna jednostka instytucjonalna, taka jak rodzina, małżeń-
stwo, korporacja itp. Możliwość zajścia zdarzenia losowego powodu-
jącego niekorzystne (niepożądane) skutki nazywa się ryzykiem. Same 
skutki nazywane są stratą lub szkodą. 

Sytuację ryzykowną charakteryzują więc dwie podstawowe cechy: 
stopień niepewności zajścia zdarzenia losowego oraz wielkość (sto-
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pień) powodowanych szkód. W prezentowanej pracy rozpatrzone są 
sytuacje ryzykowne, dla których stopień niepewności określany (mie-
rzony) jest za pomocą prawdopodobieństwa, zaś szkody określone są 
za pomocą jednostek pieniężnych. 

Jeżeli przyjmiemy, że prawdopodobieństwo oznaczone symbolem 
p jest liczbą z odcinka jednostkowego, zaś wielkość szkody, oznaczo-
na symbolem w, jest dowolną liczbą rzeczywistą nieujemną, to geo-
metryczną interpretację sytuacji ryzykownych stanowią punkty zbioru 
[0,1]x[0,∞]. Realne szkody, wyrażone monetarnie, zawsze stanowią 
jakąś liczbę skończoną. Typowe sytuacje ryzykowne można przed-
stawić tak jak na rys. 1. Każdy punkt prostokąta S1, S2, S3, S4 reprezen-
tuje jakąś sytuację ryzykowną. 

 

Rys. 1. Graficzna prezentacja sytuacji ryzykownych 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Wyodrębniane są cztery „graniczne” przypadki: 
𝑆1 = (Szanse małe, skutki minimalne) 
𝑆2 = (Szanse duże, skutki minimalne) 
𝑆3 = (Szanse małe, skutki maksymalne) 
𝑆4 = (Szanse duże, skutki maksymalne) 

Sytuacje typu 𝑆1 są praktycznie niezauważalne i nie podlegają ana-
lizie, sytuacje typu 𝑆2 i 𝑆3 są akceptowalne, zaś sytuacje typu 𝑆4 są 
katastrofalne (tragiczne) i nieakceptowalne. 

S2 S4 

S1 
S3 

Możliwość  
zaistnienia  
zdarzenia 

Skutki 
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2. Klasyfikacja sytuacji ryzykownych 

Różne sytuacje ryzykowne omawiane są zwykle w oderwaniu od sie-
bie. Brak jest pełnej klasyfikacji wszystkich możliwych sytuacji ryzy-
kownych. Klasyfikację sytuacji ryzykownych zaproponowanych  
w tym artykule przedstawiono na rys. 2. Przede wszystkim jest to kla-
syfikacja hierarchiczna obejmująca praktycznie wszystkie sytuacje 
ryzykowne. Ważną jej cechą jest także możliwość przypisania do róż-
nych klas ryzyka odpowiedniej metody postępowania, czyli sposobu 
radzenia sobie z taką sytuacją. Zamiast takiego wyrażenia , w literatu-
rze często używane jest określenie „zarządzanie ryzykiem”.  

 

Rys. 2. Klasyfikacja sytuacji ryzykownych 

Źródło: opracowanie własne. 
 
W celu większej jasności przedstawionego schematu, niżej wy-

mieniono typowe przykłady wyodrębnionych klas sytuacji ryzy-
kownych.  
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1. Ryzyko cywilizacyjne dotyczące środowiska (zatrucie wód, 
zanieczyszczenie powietrza). 

2. Niezamierzone zagrożenia społecznościowe (promieniowanie, 
społeczeństwo ryzyka). 

3. Niezamierzone zagrożenia indywidualne (wypadki drogowe, 
wypadki przy pracy). 

4. Zamierzone zagrożenia (kradzieże, rozbój, wandalizm). 
5. Ryzyko sił natury (huragany, powodzie). 
6. Czysty hazard (gra w kasynie, akrobatyka, wspinaczka 

wysokogórska). 
7. Spekulacje giełdowe. 
8. Ryzyko prowadzenia działalności gospodarczej (bankructwo, 

ruina). 
9. Ryzyko technologiczne (awarie w fabrykach, wybuch gazu, 

awarie budowlane). 
10. Ryzyko przedsiębiorczości intelektualnej (niepowodzenie 

reklamy, nieudany film). 
 

a)                                                                           b) 

Rys. 3. Klasy sytuacji ryzykownych 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Lind 1982]. 

 
Przyjmijmy, zgodnie z powszechnie stosowaną praktyką, że w 

niektórych przypadkach dopuszczalna jest „substytucja” szans na zaj-
ście zdarzenia i wielkości szkód powodowanych tym zdarzeniem. 
Przy takim założeniu możemy wyznaczyć izokwanty jednakowego 
ryzyka, tak jak to pokazano na rys. 3a. Zauważmy jednak wyraźnie, że 
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zasada substytucji stosowana jest głównie w zarządzaniu, przy podej-
mowaniu czy planowaniu decyzji gospodarczych. Natomiast w przy-
padku ryzyka cywilizacyjnego czy technologicznego nie można mó-
wić o stosowaniu żadnej zasady, bo to ryzyko „jest jakie jest”, ono nie 
podlega ani sterowaniu, ani zarządzaniu. Aby jednak jakoś sobie ra-
dzić w warunkach takiego ryzyka, możemy co najwyżej obserwować 
jak ono się „zachowuje”, i odpowiednio do tego dostosowywać swoje 
zachowanie i swoje decyzje. Jako przykład takiej obserwacji posłużyć 
może oszacowanie izokwanty jednakowego ryzyka awarii elektrowni 
(por. rys. 3b). Izokwantę taką wyznaczono na podstawie obserwacji 
awarii 100 elektrowni. Inne konkretne przykłady tego typu omówione 
są w pracy [Lind 1982].  

3. Analiza formalna sytuacji ryzykownych  

Istnieje wiele sytuacji, które nie wymagają analizy całej przestrzeni 
ryzykownej (takiej jak na rys. 2). Szczególnym przypadkiem są sytua-
cje, oznaczmy je symbolem 𝑥�, gdy skutki zdarzenia losowego można 
określić za pomocą jednej wielkości 𝑤. Sytuacje tego typu przedsta-
wimy w postaci modelu Bernoullego: 

𝑥� = (𝑝,𝑤), gdzie p jest to prawdopodobieństwo zajścia nieko-
rzystnego zdarzenia. 

Jeśli zaś skutki można wyrazić w postaci ciągu liczb 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 i 
odpowiadających im prawdopodobieństw 𝑝1,𝑝2, … ,𝑝𝑛, to mamy do 
czynienia z tzw. prostą sytuacją ryzykowną 𝑥� = (𝑝, 𝑥) =
(𝑝1,𝑝2, … ,𝑝𝑛; 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛). Graficznie przedstawia się ją tak, jak 
pokazano na rys. 4. 

 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
Rys. 4. Prosta sytuacja ryzykowna 

Źródło: opracowanie własne. 

𝑝1 

𝑝2 

𝑝𝑛 

𝑥1 

𝑥 �  

𝑥𝑛 

𝑥2 

…
 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 

STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

116 Stanisława Ostasiewicz 

Wielkości 𝑝1,𝑝2, … , 𝑝𝑛 interpretuje się zwykle jako prawdopodo-
bieństwa stanów natury. 

Jeżeli skutki zdarzeń losowych mogą być dowolną liczbą rzeczy-
wistą (z pewnego przedziału), to całą sytuację ryzykowną 𝑥� charakte-
ryzuje się za pomocą dystrybuanty 𝐹𝑥�. Poza prostymi sytuacjami,  
którym odpowiadają proste rozkłady prawdopodobieństwa, istnieją 
sytuacje bardziej skomplikowane. Niżej podane są dwa typy takich 
sytuacji.  

W pierwszym przypadku są to sytuacje, gdy niekorzystne skutki 
zdarzenia losowego określa się za pomocą wielkości losowych 
𝑥1� , 𝑥2�, … , 𝑥𝑛�, to sytuację taką zapisujemy w postaci: 

𝑋 � = (𝑝1,𝑝2, … ,𝑝𝑛; 𝑥1� , 𝑥2�, … , 𝑥𝑛�). 

Zapis ten oznacza, że sytuację ryzykowną utożsamiamy z loterią 
𝑋 � . Przy czym jest to taka loteria, że „wygrywa” się na niej także lo- 
terie. Zauważmy, że loterię 𝑥𝚤�  „wygrywa” się z prawdopodobień-
stwem 𝑝𝑖 , zaś loteria 𝑥𝚤�  jest postaci:  

𝑥𝚤� = ((𝑝1|𝑠𝑖), (𝑝2|𝑠𝑖), … , (𝑝𝑛|𝑠𝑖); 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚). 

Sytuacje takie graficznie reprezentowane są w postaci tzw. loterii 
złożonych, tak jak na rys. 5.  
 

Rys. 5. Loteria złożona 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Gdy skutki niekorzystnych zdarzeń losowych są zbiorami loso-

wymi, to sytuację ryzykowną stanowi następujący układ: 

 𝑋 � = �𝑝1,𝑝2, … , 𝑝𝑛;𝐴1� ,𝐴2� , … ,𝐴𝑛��. (1) 
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Skutki zajścia niekorzystnego zdarzenia reprezentowane są wów-
czas nie w postaci liczb, lecz w postaci podzbiorów pewnego zbioru. 

Naiwne sposoby pomiaru ryzykowności. 
Sytuację ryzykowną, gdy wielkości skutków jakiegoś zdarzenia 

losowego można wyrazić w postaci jednej liczby w, przedstawiamy w 
postaci pary 𝑥 � = (𝑝,𝑤), zwanej modelem Bernoullego. 

Miara ryzykowności, która zależy w tym przypadku od dwóch 
wielkości p oraz w, definiowana jest jako 

 𝑅 = 𝑝 ∙ 𝑤. (2) 

Czyli jest to wartość oczekiwana zmiennej losowej 𝑥 � :  

 𝑅 = 𝐸(𝑥�)=𝜇𝑥� . (3) 

Jeżeli w wyniku zajścia zdarzenia niekorzystnego możliwe skutki 
można przedstawić w postaci ciągu 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, zaś odpowiadające 
im prawdopodobieństwa jako 𝑝1,𝑝2, … ,𝑝𝑛, to mamy do czynienia z 
prostą sytuacją ryzykowną przedstawioną na rys. 3. 

Wartość oczekiwana jest niewystarczającą miarą ryzykowności 
takiej sytuacji. Ryzykowność definiuje się wówczas za pomocą dwóch 
wielkości 𝜇𝑥� oraz 𝜎𝑥�. Wykorzystując te dwie wielkości, relację ryzy-
kowności definiuje się następująco:  

Sytuacja 𝑥1� jest bardziej ryzykowna niż sytuacja 𝑥2� 

tylko wówczas gdy 𝜇𝑥1� ≥ 𝜇𝑥1�  oraz 𝜎𝑥1� ≥ 𝜎𝑥2� . 
Ponieważ nie jest to relacja porządku liniowego, to w praktyce 

często zachodzi potrzeba określenia ryzykowności za pomocą jednej 
liczby, zwanej miarą ryzyka. Najprostszym przykładem takiej miary 
jest wielkość określona wzorem: 

 R = 𝜇𝑥� + 𝜆𝜎𝑥� . (4) 

Istnieje bogata literatura na temat wskaźników tego typu (por. 
[Mayerson 1979]). Większość z nich można przedstawić w postaci 
jednego wzoru [Ostasiewicz 2004]: 

 𝑅 = ∫ 𝜑(𝑡 − 𝑥)𝑑𝐹𝑥�
𝑔
𝑑 (𝑥). (5) 

Na przykład przyjmując 𝑑 = −∞, 𝑔 = ∞, 𝑡 = 0, 𝜑(𝑧) = 𝑧 uzy-
skujemy 𝑅 = 𝐸(𝑥)�. 
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4. Podejmowanie decyzji w warunkach niepewności  
i ryzyka 

Sytuacja ryzykowna jest to sytuacja w której zwykle nie chcemy 
uczestniczyć. Najlepszym, czyli bezpiecznym sposobem postępowa-
nia jest więc unikanie takich sytuacji. Często jednak ryzyka uniknąć 
nie można, czasem celowo stwarzamy takie sytuacje z nadzieją osiąg-
nięcia jakichś korzyści. 

Niżej rozpatrywane są raczej sytuacje niechciane. Powstaje wów-
czas pytanie jak postępować? Co należy czynić, aby najmniej tracić w 
sytuacji, gdy zajdzie zdarzenie powodujące niekorzystne skutki? 

Poniżej rozpatrywane są sytuacje ryzykowne pojawiające się w wy-
niku gospodarczej działalności człowieka. Naukowe teorie poświęcone 
postępowaniu w takich sytuacjach określane są mianem podejmowania 
decyzji w warunkach niepewności i ryzyka. W każdej teorii tego typu 
zawarte są dwa podstawowe elementy: charakterystyka sytuacji ryzy-
kownej i charakterystyka samego decydenta. Z praktyki wiadomo, że 
niektórzy ludzie są bojaźliwi, a inni lubią ryzykować, jedni są pesymi-
stami, inni optymistami. Cechy takie mają oczywisty wpływ na zacho-
wanie, czyli podejmowanie decyzji w warunkach ryzyka. 

Wszystkie naukowe teorie podejmowania decyzji zakładają, że 
decydent postępuje racjonalnie, czyli wie czego chce, wie co jest lep-
sze, a co jest gorsze i dąży do maksymalizacji tego co dobre. W naj-
prostszym, z matematycznego punktu widzenia, przypadku sytuację 
decyzyjną przedstawia się w postaci tablicy decyzyjnej:  

Tabela 1. Tablica decyzyjna 

Stany natury 
 
Decyzje 𝑠 1

 
𝑠 2

  
… 𝑠 𝑛

 

𝑑1 𝑥11 𝑥12 … 𝑥1𝑛 
𝑑2 𝑥21 𝑥22 … 𝑥2𝑛 
⋮ ⋮ ⋮ … ⋮ 
𝑑𝑚 𝑥𝑚1 𝑥𝑚2 … 𝑥𝑚𝑛 

Źródło: opracowanie własne. 

 
Tablicę taką nazywa się macierzą wypłat, ponieważ wielkość 

𝑥𝑖𝑗  jest to „wypłata” jaką uzyska decydent, gdy podejmie decyzję 𝑑𝑖, 
podczas gdy zaistnieje sytuacja (stan natury) 𝑠𝑗. 
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Zauważmy, że decyzję 𝑑𝑖 możemy traktować jako funkcję okre-
śloną na stanach natury:  

 𝑑𝑖(𝑠1) = 𝑥𝑖1,𝑑𝑖(𝑠2) = 𝑥𝑖2, … ,𝑑𝑖(𝑠𝑛) = 𝑥𝑖𝑛. (6) 

W przypadku gdy nie są znane prawdopodobieństwa, z jakimi 
mogą się pojawiać stany natury, mamy do czynienia z sytuacją nie-
pewności. Do podejmowania optymalnych decyzji wypracowano czte-
ry różne reguły. Przyjmijmy w tym celu, tak jak w French [1993], że 
symbol ∨ oznacza operację min, zaś symbol ∧ oznacza operację max, 
niech ponadto decyzja optymalna będzie oznaczona jako 𝑑𝑘 . Reguły 
te są następujące (por. [French 1993]): 
1. Reguła Walda. Polega ona na podjęciu decyzji 𝑑𝑘, takiej że 
 

𝑑𝑘 = ⋁ ⋀ 𝑥𝑖𝑗𝑛
𝑖=1

𝑚
𝑗=1 . 

 

2. Reguła Hurwicza 
decyzji 𝑑𝑘 jest optymalna, jeśli  
 

𝑑𝑘 = ⋁ (⋁ 𝑥𝑖𝑗𝑛
𝑗=1 )𝑚

𝑖=1 . 
 

3. Reguła Savage’a 
decyzji 𝑑𝑘 jest optymalna, jeśli  
 

𝑑𝑘 = ⋀ ⋁ 𝑟𝑖𝑗𝑛
𝑖=1

𝑚
𝑗=1 , gdzie 𝑟𝑖𝑗 = (⋁ 𝑥𝑖𝑗)𝑚

𝑗=1 − 𝑥𝑖𝑗. 
 

4. Reguła Laplace’a 

𝑑𝑘 = �(
1
𝑛�𝑥𝑖𝑗).

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

W przypadku sytuacji ryzykownych, uwzględniających prawdo-
podobieństwa stanów natury, potraktujmy każdy wiersz 𝑑𝑖 takiej ta-
blicy jako loterię, którą można przedstawić tak jak na rys. 6. Ze 
względu na prostsze zapisy, zamiast 𝑑𝑖 stosowany będzie zamiennie 
symbol zmiennej losowej 𝑥� , lub rozkładu prawdopodobieństwa p, 
charakteryzującego tę zmienną losową. 

Podjęcie najlepszej decyzji oznacza wybór najlepszej loterii, na 
której musimy zagrać, bo musimy przecież podjąć jakąś decyzję. To z 
kolei oznacza, że trzeba uporządkować wszystkie możliwe loterie od 
najgorszej do najlepszej i wybrać tą najlepszą (ostatnią w uporządko-
waniu). Przyjmijmy teraz, że sytuacje ryzykowne utożsamiane będą z 
rozkładami prawdopodobieństw, które oznaczone są symbolami 
𝑝,𝑞, 𝑟. Przy czym zapis 𝑝(𝑥𝑗) oznacza prawdopodobieństwo wypłaty 
𝑥𝑗, gdy zajdzie sytuacja 𝑠𝑗. Jeżeli  loteria  p  jest  lepsza  od loterii q, to 
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oznacza się to jako 𝑝 ≻ 𝑞. W przypadku gdy są one jednakowo dobre, 
oznacza się jako 𝑝 ≈ 𝑞. Najłatwiejszym sposobem porządkowania 
loterii jest przypisanie im liczb charakteryzujących ich „dobroć” lub 
„wartość”. Wartość (ang. value) loterii oznaczymy symbolem 𝑉(𝑝). 

 

Rys. 6. Loteria odpowiadająca jednej decyzji 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Sposób podjęcia najlepszej decyzji oznacza więc obliczenie wiel-

kości V dla każdej loterii, czyli dla każdej decyzji, i wybranie tej dla 
której ta wartość jest największa. Idea prawie wszystkich matema-
tycznych teorii podejmowania optymalnych decyzji w warunkach 
niepewności i ryzyka polega na określeniu warunków, jakie musi 
spełniać relacja porządkująca loterie, aby ten porządek można było 
reprezentować za pomocą wskaźnika liczbowego V. 

5. Teorie oczekiwanej użyteczności 

Niemal dogmatem racjonalności w podejmowaniu decyzji jest stoso-
wanie zasady maksymalizacji oczekiwanej użyteczności. Zasadę tę po 
raz pierwszy sformułował D. Bernoulli w 1738 r., jako sposób na 
uniknięcie tzw. paradoksu petersburskiego. Paradoks ten powstał w 
wyniku rozwiązywania gry, jaką zaproponował N. Bernoulli w 1713 r. 
Jak wiadomo D. Bernoulli (a 10 lat wcześniej G. Cramer) zapropono-
wał wprowadzenie „cenności” uzyskiwanej wygranej na loterii. Poję-
cie cenności, czy korzyści, obecnie nazywane bywa użytecznością, w 
oryginalnej pracy Bernoulli użył słowa emolumentum.  

Zauważmy przy okazji, że tytuł oryginalnej pracy jest następujący: 
Specimen theoria novae de mensura sortis, czyli „Wyłożenie nowej 
teorii o pomiarze ryzyka”. Dopiero w 1954 r. została ona przetłuma-
czona na język angielski.  

𝑠1 

𝑠2 

𝑠𝑛 

𝑥1 

𝑑𝑖  

𝑥𝑛 

𝑥2 

…
 

𝑝1 

𝑝2 

𝑝𝑛 

𝑥1 

𝑑𝑖  

𝑥𝑛 

𝑥2 

…
 

 lub 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 
STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

 

 

 

  

 

Statystyczna analiza ryzykownych sytuacji decyzyjnych 121 

Zasada D. Bernoullego ma zastosowanie w sytuacji spełniającej 
następujące warunki: 

a) dany jest zbiór możliwych skutków zajścia niekorzystnego zda-
rzenia, 

b) na zbiorze tym zadana jest subiektywna funkcja użyteczności v, 
c) dana jest także funkcja rozkładu prawdopodobieństwa p. 
Decyzje należy podejmować, korzystając z zasady maksymalizacji 

oczekiwanej użyteczności. Oznacza to, że należy wybrać taką sytuację 
 𝑥� = (𝑝, 𝑥) = (𝑝1,𝑝2, … , 𝑝𝑛;𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), gdy oczekiwana użytecz-
ność określona w postaci wzoru: 

  𝑉(𝑥,𝑝) = ∑𝑣(𝑥)𝑝(𝑥) (7) 

przyjmuje wartość największą. 
Propozycję Bernoullego formułuje się w postaci twierdzenia po-

danego niżej.  
Załóżmy, że 𝑝(𝑥) i 𝑞(𝑥) są to proste rozkłady prawdopodobieństw 

charakteryzujące sytuacje ryzykowne, których skutki stanowią pewien 
podzbiór S zbioru liczb rzeczywistych. Funkcję v : 𝑊 → 𝑅 określoną 
na zbiorze skutków zajścia niepewnego zdarzenia losowego nazywa 
się użytecznością w sensie Bernoullego, jeśli następująca równo- 
ważność 

  ∑𝑣(𝑥)𝑝(𝑥) > ∑𝑣(𝑥) 𝑞(𝑥) ⇔∑𝑣∗(𝑥)𝑝(𝑥) > ∑𝑣∗(𝑥)𝑞(𝑥) (8) 

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb a i b takich, że 
a > 0 prawdziwa jest równość: 

𝑣∗(𝑥) = 𝑎 ∙ 𝑣(𝑥) + 𝑏, dla dowolnych 𝑥 ∈ 𝑆. 

Funkcja 𝑣(𝑥) nazywana jest użytecznością skutku (wyniku) 𝑥. 
Pojęcie użyteczności oraz oczekiwanej użyteczności, które jest 

powszechnie stosowane w literaturze ekonomicznej, pochodzi od  
J. von Neumanna i O. Morgensterna. Pojęcie „użyteczność” w ich 
teorii różni się w sposób zasadniczy od użyteczności w sensie Ber-
noullego. Powoduje to niemałe zamieszanie w literaturze. Teorię von 
Neumana i Morgensterna można przedstawić dość prosto.  

Załóżmy, że na zbiorze możliwych skutków (szkód) określone są 
rozkłady prawdopodobieństwa 𝑝(𝑥). Załóżmy, że decydent ocenia sytu-
acje ryzykowne według tych prawdopodobieństw, poprzez ich porów-
nywanie. Przyjmując, że relacja porównywania spełnia trzy warunki: 

A1. Relacja ≻ jest relacją słabego porządku 
A2. 𝑝 ≻ 𝑞 ⇒ 𝜆𝑝 + (1 − 𝜆)𝑟 > 𝜆𝑞 + (1 − 𝜆)𝑟 oraz to, że  
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A3. 𝑝 ≻ 𝑞 oraz 𝑞 ≻ 𝑟 implikują 𝛼𝑝 + (1 − 𝛼)𝑟 ≻ 𝑞 oraz to, że 
𝑞 ≻ 𝛽𝑝 + (1 − 𝛽)𝑟, dla pewnych wielkości 𝛼,𝛽 ∈ (0,1). 

Istotę teorii von Neumana i Morgensterna stanowi następujące 
stwierdzenie: warunki A1, A2, A3 są spełnione wtedy i tylko wtedy, 
gdy istnieje funkcja u określona na zbiorze wszystkich możliwych 
loterii, czyli prostych rozkładów prawdopodobieństwa (zwana funkcją 
użyteczności loterii), taka że 

𝑝 ≻ 𝑞 ⇔ 𝑢(𝑝) > 𝑢(𝑞). 
Funkcja ta stanowi tzw. reprezentację numeryczną relacji porząd-

ku na zbiorze prostych rozkładów prawdopodobieństwa, czyli relacji 
porównywania rozkładów prawdopodobieństwa, stosowanej przez 
decydenta.  

Jeżeli rozkłady osobliwe na zbiorze W utożsamimy z elementami 
tego zbioru, to z powyższego twierdzenia uzyskamy wniosek: 
na zbiorze skutków W istnieje funkcja użyteczności  

𝑢:𝑊 ↦ 𝑅, 

określona następująco: 

 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑝), 𝑗𝑒ś𝑙𝑖 𝑝(𝑥) = 1. (9) 

Oczekiwaną użyteczność loterii 𝑥� = (𝑝, 𝑥) = (p1, p2, …, pn; x1, x2, …, 
xn) określa się wówczas następująco: 

 𝑢(𝑥�) = ∑𝑢(𝑥)𝑝(𝑥). (10) 

Jak z tego widać, matematyczna postać oczekiwanej użyteczności 
w sensie Bernoullego oraz w sensie von Neumana i Morgensterna jest 
identyczna. Sens jest jednak zupełnie inny. Istotną cechą teorii von 
Neumana i Morgensterna jest to, iż przyjmuje się, że prawdopodo-
bieństwa zdarzeń są dane, a ponadto rozumiane są one w sensie kla-
sycznym.  

L. Savage zaproponował taką teorię, która nie zakłada istnienia ani 
prawdopodobieństw, ani funkcji użyteczności. Zarówno jedno, jak i 
drugie wyprowadzane są jako konsekwencje racjonalnych preferencji 
decydenta. Racjonalność decydenta definiowana jest aksjomatycznie. 
Teoria Savage’a jest dość skomplikowana. Przedstawmy ją zatem  
w dużym uproszczeniu, podkreślając głównie jej odmienność od po-
dejścia von Neumanna i Morgensterna.  

Załóżmy, że 𝑝:⟶ [0,1] oznacza tzw. prosty rozkład prawdopodo-
bieństwa na zbiorze stanów natury S, zaś f jest funkcją decyzyjną, 
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która każdej sytuacji s ∈ 𝑆 przypisuje skutek tej decyzji (jeśli zrealizu-
je się stan s). Pojęcie funkcji decyzyjnej, zwanej też działaniem (ang. 
act), odgrywa kluczową rolę w teorii Savage’a.  
Na przykład dwa działania: 

 𝑓(𝑠1) = 𝑥1,𝑓(𝑠2) = 𝑥2, … , 𝑓(𝑠𝑛) = 𝑥𝑛 (11) 

  𝑔(𝑠1) = 𝑦1,𝑔(𝑠2) = 𝑦2, … ,𝑔(𝑠𝑛) = 𝑦𝑛 (12) 

oznaczają to, że w przypadku zaistnienia stanu 𝑠𝑗 w wyniku działania f 
uzyskamy wynik 𝑥𝑗, zaś w wyniku działania g uzyskujemy „wypłatę” 
𝑦𝑗. W przypadku skończonej i zadanej liczby działań oraz skończonej 
liczby możliwych wypłat, funkcje decyzyjne mają taką postać, jak  
w zapisie (6). 

Pierwotnym pojęciem w teorii Savage’a jest relacja preferencji 
określona na zbiorze wszystkich możliwych działań. Jeśli działanie f 
jest preferowane nad działaniem g, to zapisuje się to w postaci 𝑓 ≻ 𝑔. 
Preferencje racjonalnego decydenta, czyli relacja ≻, ma spełniać okre-
ślone warunki, nazywane aksjomatami racjonalności. Warunki te są 
zbyt skomplikowane, aby je przytaczać w całości (bez konicznych 
wyjaśnień) w artykule o limitowanej objętości, dlatego zostały one 
tutaj pominięte. Istota twierdzenia polega na tym, że jeżeli warunki 
racjonalności preferencji są spełnione, to za pomocą relacji ≻ defi-
niowana jest inna relacja, ⊃, określona na podzbiorach zbioru stanów 
natury. Relację ⊃ interpretuje się jako „bardziej prawdopodobne”. 
Czyli zapis {𝑠1, 𝑠3} ⊃ {𝑠2, 𝑠4} oznacza, że możliwość zaistnienia stanu 
𝑠1 lub stanu 𝑠3 jest bardziej prawdopodobne niż zaistnienie stanów 𝑠2 
lub 𝑠4. W teorii Savage’a dowodzi się, że relacja ⊃ określa tzw. praw-
dopodobieństwo jakościowe, czyli subiektywne. Prawdopodobieństwo 
takie definiowane jest pośrednio, za pomocą aksjomatów. Aksjomaty 
takiego prawdopodobieństwa są następujące: 

1. Relacja ⊃ jest relacją asymetryczną i negacyjnie przechodnią. 
2.𝐴 ⊃ ∅ dla dowolnego s ∈ 𝐴. 
3. S⊃ ∅. 
4. Jeśli 𝐴 ∩ 𝐶 = 𝐵 ∩ 𝐶, 𝑡𝑜 𝐴 ⊃ 𝐶 wtedy i tylko wtedy, gdy 

𝐴 ∪ 𝐶 ⊃ 𝐵 ∪ 𝐶. 
Savage udowodnił, że relacja „bardziej prawdopodobne” spełnia 

takie warunki. Ponadto udowodnił, że istnieje też miara na podzbio-
rach zbioru S spełniająca aksjomaty miary probabilistycznej, czyli 
„zwykłego prawdopodobieństwa”. Przy czym miara taka określona 
jest jednoznacznie, oznaczymy ją symbolem p. Za pomocą relacji 
preferencji określonej na zbiorze działań definiowana jest relacja 
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≻𝑠 preferencji na zbiorze skutków działań. Okazuje się, że taka relacja 
spełnia warunki konieczne i wystarczające do tego, aby istniała funk-
cja użyteczności u na zbiorze wszystkich możliwych wypłat. Za po-
mocą tej funkcji, i funkcji rozkładu prawdopodobieństw, określa się 
dobroć, czyli wartość, działania f za pomocą wskaźnika nazywanego 
oczekiwaną subiektywną użytecznością wyniku podjętego działania: 

 𝑣(𝑓) = ∑𝑝(𝑠)𝑢(𝑓(𝑠)). (13) 

Obie funkcje, tzn. funkcja użyteczności i funkcja rozkładu praw-
dopodobieństwa określane są zupełnie inaczej, i bardziej intuicyjnie, 
w teorii Myersona. Przyjmijmy, że W oznacza zbiór „wypłat” uzy-
skiwanych w wyniku realizacji decyzji. Ponieważ wypłata 𝑥 ∈ 𝑊 za-
leży od stanu natury 𝑠 ∈ 𝑆, to jest ona zdarzeniem losowym. Przyj-
mijmy, że prawdopodobieństwo uzyskania wypłaty x pod warunkiem, 
że zajdzie stan s, oznaczone będzie symbolem 𝑝(𝑥|𝑠). Przyjmijmy, że 
𝑊 = {𝑥1, … , 𝑥𝑛} oraz 𝑆 = {𝑠1, … , 𝑠𝑚}, czyli przyjmujemy więc, że 
∑ 𝑝(𝑥|𝑠) = 1𝑥 , dla każdego stanu 𝑠 ∈ 𝑆. Proste rozkłady prawdopo-
dobieństwa 𝑝(𝑥|𝑠), 𝑠 ∈ 𝑆 interpretujemy jako loterie w loterii złożo-
nej, takiej jak na rys. 7. 

 

Rys. 7. Loteria na której wygrywa się loterie 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Przyjmując, że analityk decyzji potrafi uporządkować loterie 

𝑝(𝑥|𝑠), tak aby relacja porządkująca spełniała trzy warunki: 
1) dla dowolnych dwóch loterii 𝑝(𝑥|𝑠)i 𝑞(𝑥|𝑠) zawsze 𝑝 ≽ 𝑞 lub 

𝑞 ≽ 𝑝; 

𝑝1 

𝑝2 

𝑝𝑛 

𝑥1 

𝑥 �  

𝑥𝑛 

𝑥2 

…
 

𝑝(𝑥1|𝑠2) 

𝑝(𝑥2|𝑠2) 

𝑝(𝑥𝑛|𝑠2) 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 
STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

 

 

 

  

 

Statystyczna analiza ryzykownych sytuacji decyzyjnych 125 

2) dla dowolnych trzech loterii 𝑝,𝑞, 𝑝′,𝑞′ oraz dowolnej liczby 
𝛼 ∈ (0,1) zachodzi implikacja 

𝑝 ≻ 𝑞 𝑖 𝑝′ ≽ 𝑞′ ⇒𝛼𝑝 + (1 − 𝛼)𝑝′ ≻ 𝛼𝑞 + (1 − 𝛼)𝑞′; 

3) jeśli 𝑝 ≻ 𝑞 to istnieje 𝜀 > 0 𝑡𝑎𝑘𝑖𝑒, ż𝑒 𝑑𝑙𝑎 𝑥 ∈ 𝑊 i 𝑠 ∈ 𝑆 impli-
kacja  

|𝑝′(𝑥|𝑠) − 𝑝(𝑥|𝑠)| ≤ 𝜀 ⇒ 𝑝′ ≽ 𝑞. 

Jeżeli powyższe trzy warunki są spełnione, to istnieje funkcja oce-
niająca 𝑤(𝑥, 𝑠), i „użyteczność” loterii p określa się wówczas za po-
mocą wielkości 

 𝑣(𝑝) = ∑ ∑ 𝑝(𝑥|𝑠)𝑤(𝑥, 𝑠)𝑥𝑠 . (14) 

W celu odróżnienia tak wyprowadzonej użyteczności od użytecz-
ności w teorii von Neumana i Morgensterna, zastosowano tu oznacze-
nie 𝑣(𝑝), w którym litera 𝑣 pochodzi od słowa value (wartość). Nieza-
leżnie od tego stosowane jest wyrażenie użyteczność loterii, a nie 
„wartość loterii”. 

6. Alternatywne teorie do teorii użyteczności oczekiwanej 

Z punktu widzenia matematycznego teoria von Neumana i Morgen-
sterna jest niewątpliwym osiągnięciem w zakresie racjonalizacji  
podejmowania decyzji. Samo pojęcie racjonalności zdefiniowane jest 
w sposób formalny. Wielu badaczy czy nawet zwykłych ludzi intry-
gowało pytanie, czy to co matematycy i wtórujący im ekonomiści 
uważają za racjonalne, czyli rozsądne, jest rzeczywiście rozsądne? 
Francuski ekonomista M. Allais postanowił zmierzyć się z tym pro-
blemem. Opracował różne ankiety zawierające proste sytuacje decy-
zyjne i prosił respondentów o wybór najlepszego wariantu. Okazało 
się, że większość postępuje nierozsądnie (w sensie teorii von Neuma-
na i Morgensterna). M. Allais zamiast uznać postępowanie ludzi za 
nierozsądne, uznał, że teoria jest niedobra, nie odpowiada rzeczywi-
stości. Przy podejmowanie trudnych decyzji w warunkach niepewno-
ści czy ryzyka człowiek nie kieruje się tylko obliczeniami, lecz też 
swoją (osobistą) postawą nie tylko odnośnie skutków zajścia zdarze-
nia, lecz także swoim, wewnętrznym odczuciem możliwości zajścia 
zdarzenia. 

Jeżeli zamiast prawdopodobieństwa zdarzeń przyjmiemy subiek-
tywne wagi określające możliwość zajścia zdarzeń, to wskaźnik do-
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broci decyzji, czyli „wartości” niepewnej pespektywy p można by 
określić w postaci wzoru: 

𝑉(𝑝) = ∑𝑤𝑖 𝑢(𝑥𝑖). 

Wagi 𝑤𝑖  można by traktować jako funkcje prawdopodobieństw 
𝑤𝑖 = 𝑝∗(𝑥𝑖). Wskaźnik służący jako miernik dobroci decyzji miałby 
wówczas postać:  

𝑉(𝑝) = ∑𝑝∗(𝑥𝑖)𝑢(𝑥𝑖). 

Jest to tzw. teoria ważonej użyteczności. Została ona nawet zak-
sjomatyzowana.  
Przyjmijmy, że relacja na zbiorze rozkładów prawdopodobieństwa 
spełnia następujące cztery warunki: 

W1. Jest to relacja porządku słabego. 
W2. Jeżeli 𝑝 ≈ 𝑞, to dla dowolnej liczby 𝛼 ∈ (0,1) istnieje liczba 

𝛽 ∈ (0,1), taka że równoważność 𝛼𝑝 + (1 − 𝛼)𝑟 ≈ 𝛽𝑞 + (1 − 𝛽)𝑟 
zachodzi dla dowolnego rozkładu r. 

W3. Jeśli p ≻ 𝑞 oraz q ≻ r, to 𝛼𝑝 + (1 − 𝛼)𝑟 ≻ 𝑞 oraz 𝛽𝛽 +
(1 − 𝛽)𝑟 dla pewnych liczb 𝛼,𝛽 ∈ (0,1). 

W4. Jeśli 𝑝 ≈ 𝑞, to dla każdej liczby 𝛼 ∈ (0,1) istnieje liczba 
𝛽 ∈ (0,1), taka że dla dowolnego rozkładu r zachodzi równoważność: 

𝛼𝑝 + (1 − 𝛼)𝑟 ≈ 𝛽𝑞 + (1 − 𝛽)𝑟. 

Jeżeli te warunki są spełnione, to istnieją funkcje użyteczności u oraz 
funkcja wagowa w, takie że 

𝑝 ≻ 𝑞 ⇔ 𝑢(𝑝)𝑤(𝑞) > 𝑢(𝑞)𝑤(𝑝). 

Jeśli funkcja wagowa jest dodatnia, to 

𝑝 ≻ 𝑞⇔𝑢(𝑝)/𝑤(𝑝) > 𝑢(𝑞)/𝑤(𝑝). 

Oznacza to, że sytuację ryzykowną ocenia się według następującej 
ważonej funkcji użyteczności: 

𝑉(𝑝) = ∑𝑝(𝑥)𝑢∗ (𝑥). 

Gdzie funkcja wagowa ma postać: 

𝑢∗(𝑥) =  
𝑢(𝑥)𝑤(𝑥)
∑𝑤(𝑥)𝑝(𝑥). 
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Alternatywnie można określić „zniekształcone” prawdopodobieństwo: 

𝑝∗(𝑥) =  
𝑝(𝑥)𝑤(𝑥)
∑𝑤(𝑥)𝑝(𝑥)

. 

Wówczas mamy funkcję użyteczności: 

𝑉(𝑝) = ∑𝑢(𝑥)𝑝∗ (𝑥). 

W chwili obecnej opublikowano już wiele alternatywnych teorii wobec 
teorii von Neumana i Morgensterna. W języku angielskim określane są one 
zwykle non-expected utility, czyli jako nieoczekiwane użyteczności. 

Teoria taka nie spełnia jednak warunku monotoniczności, uważa-
nego za warunek konieczny. Warunek ten oznacza, że ważona funkcja 
użyteczności powinna zachowywać porządek dominacji stochastycz-
nej (pierwszego rzędu).  

Warunek monotoniczności spełnia model rangowo-zależnej ocze-
kiwanej użyteczności. 

Jest to bardzo ciekawy model w pełni odzwierciedlający podejście, 
które zaproponował M. Allais do podejmowania racjonalnych decyzji 
w warunkach niepewności. 

Istota modelu polega na tym, że „deformacji” (transformacji) pod-
legają skumulowane rozkłady prawdopodobieństwa, nie zaś pojedyncze 
prawdopodobieństwa zajścia niekorzystnych zdarzeń. Przyjmijmy jak 
poprzednio, że ocenie podlegają loterie 𝑥� = (𝑥1𝑥2, … , 𝑥𝑛;𝑝1,𝑝2, … ,𝑝𝑛). 
Oznaczając symbolem 𝑢(𝑥𝑖) użyteczność wyniku 𝑥𝑖, zaś symbolem q 
funkcję deformującą prawdopodobieństwa, wskaźnik dobroci (uży-
teczności) całej loterii definiuje się następująco: 

𝑉(𝑥 �) = ∑ 𝑢(𝑥𝑖𝑛
𝑖=1 )�𝑞�∑ 𝑝𝑗𝑖

𝑗=1 � − 𝑞�∑ 𝑝𝑗𝑖−1
𝑗=1 ��. 

Ważną cechą wyróżniającą powyższe podejście od wszystkich in-
nych jest to, że uwzględnia się w nim postawę decydenta wobec niepew-
ności wyników podejmowanych decyzji. Niezależnie od tego uwzględnia 
się postawę wobec prawdopodobieństwa niekorzystnych zdarzeń. 

W pierwszym przypadku postawę decydenta charakteryzuje się na 
skali pesymizm-optymizm, w drugim przypadku, na skali asekurant- 
-ryzykant. Decydent definiowany jest jako pesymista względem wiel-
kości losowej  𝑥� , jeśli 

∫𝑥 𝑑𝑞 (𝐹𝑥�) ≤ ∫𝑥 𝑑𝐹𝑥�. 
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W przypadku przeciwnej nierówności decydenta określa się mia-
nem optymisty. Łatwo sprawdzić, że decydent jest pesymistą tylko 
wówczas, gdy stosuje funkcję deformującą prawdopodobieństwa q, 
taką że 𝑞(𝑝) ≥ 𝑝, jeśli 𝑝 ≥ 𝑞(𝑝) dla każdego p, to postawę decydenta 
określa się jako optymistyczną. Miarę asekuranctwa stanowi strach 
przed ryzykiem, definiowany w postaci ceny ryzyka 

Najwcześniej opublikowano tzw. teorię subiektywną oczekiwanej 
użyteczności, częściej nazywaną teorią perspektyw Kahnemana i 
Twersky’ego. Jest to też najbardziej radykalne odstępstwo od kanonu 
oczekiwanej użyteczności. Podejmowanie decyzji zgodne z tą teorią nie 
polega na jednorazowym akcie maksymalizacji oczekiwanej użyteczno-
ści, lecz jest ono procesem składającym się z dwóch etapów. Na pierw-
szym etapie stosowane są różne podejścia heurystyczne polegające na 
„zredagowaniu” (ang. editing) zadania i przygotowaniu go do drugiego 
etapu, na którym dokonuje się maksymalizacji oczekiwanej użyteczności.  

Oczekiwaną użyteczność loterii (czyli niepewnej perspektywy) 
określa się w postaci wzoru: 

𝑣(𝑝) = ∑𝑣(𝑥𝑖)𝜋(𝑝𝑖). 

Formalnie jest to identyczna postać wzoru z wszystkimi innymi 
wzorami na oczekiwaną użyteczność. Jest jednak i podstawowa różni-
ca. Do określenia funkcji użyteczności potrzebny jest punkt odniesie-
nia (ang. reference point). Punkt ten rozdziela to, co decydent uważa 
za stratę, od tego, co jest dla niego zyskiem. Część dotycząca straty 
jest funkcją wklęsłą, zaś dotycząca zysków ma kształt funkcji od-
zwierciedlającej awersję do ryzyka, czyli jest funkcją wypukłą.  

Warto także zauważyć, że pojęcie „subiektywna oczekiwana uży-
teczność” jest tu rozumiana ze względu na subiektywne (psycholo-
giczne) preferencje decydenta. Takie samo określenie tzn. subiektyw-
na oczekiwana użyteczność zostało niezależnie użyte przez Savage’a. 
Mimo identyczności określeń, oba mają różne znaczenia. 

7. Uwagi końcowe 

Problematyka ryzyka jest obecnie omawiana w wielu różnych pra-
cach, głównie dotyczących takich dziedzin, jak ubezpieczenia, zarzą-
dzanie i ekonomia szeroko rozumiana. W każdej z tych dziedzin sto-
sowana jest jednak odrębna klasyfikacja, a także słownictwo. Słow-
nictwo w literaturze polskiej, a szczególnie w tej dotyczącej ubezpie-
czeń, jest wyjątkowo niedbałe, często urągające elementarnym zasa-
dom estetyki języka. W języku polskim ryzyko występuje tylko w 
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liczbie pojedynczej, ryzykiem nie można ani sterować, ani zarządzać, 
ani dzielić się nim czy też zatrzymywać go. Unikając jakiejkolwiek 
krytyki stosowanego słownictwa, w artykule niniejszym zapropono-
wano możliwie prostą i intuicyjną definicję ryzyka. Poza tym dokona-
no takiej klasyfikacji, która w zamierzeniu miała obejmować wszyst-
kie możliwe sytuacje ryzykowne. Zarówno sama klasyfikacja, jak  
i zastosowana terminologia bazują na zdrowym rozsądku i być może 
trzeba będzie je modyfikować. Drugi cel artykułu ma charakter raczej 
dydaktyczny, który jest także związany głównie ze słownictwem.  
W literaturze ekonomicznej najczęściej występującym słowem jest 
prawdopodobnie słowo „użyteczność”. Bardzo często jest ono używa-
ne w sensie zdroworozsądkowym, jako coś pożytecznego, wartościo-
wego czy użytecznego. Ale jest też ono stosowane w sensie formal-
nym, czyli matematycznym, jako numeryczna reprezentacja relacji 
preferencji. Po raz pierwszy takie rozumienie użyteczności zapropo-
nował Bernoulli. Niefortunnie to samo pojęcie zostało użyte przez 
Morgensterna i von Neumanna, ale w zupełnie innym sensie. Istnieją-
ce zamieszanie terminologiczne pogłębił jeszcze bardziej L. Savage, 
formułując swoją niezwykle wyrafinowaną matematycznie teorię 
oczekiwanej użyteczności. W artykule starano się wyjaśnić różnice 
między tymi różnymi podejściami do zagadnienia formalizacji sytua-
cji ryzykownych i sposobów radzenia sobie z nimi.  

 
Podziękowania  
Dzięki wnikliwej recenzji anonimowych recenzentów udało się usu-
nąć wiele niedociągnięć, jakie były w pierwotnej wersji artykułu. Nie-
stety ze względu na ograniczoną objętość artykułu nie było możliwe 
uwzględnić sugestii Recenzentów ilustracji poszczególnych klas ryzy-
ka typowymi przykładami praktycznymi. W celu umożliwienia czy-
telnikowi zapoznania się z takimi przykładami w spisie literatury zo-
stały wymienione podstawowe publikacje w języku polskim dotyczą-
ce różnych zastosowań.  
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STATISTICAL ANALYSIS OF RISKY SITUATIONS 

Summary: The paper contains a new classification of risk situations, which enables the 
unified treatment of all kinds of problems concerning risk and uncertainty. One of the 
implications which one can draw from this classification is that there is no sense to formu-
late general risk theories. In majority of situation the so called risk management is based 
on common sense supported by past experiences and some analytical tools. However, 
there are situations of a particular practical significance which for nearly one hundreds of 
years have been intensively investigated. As a result of these endeavors a number of 
models have been developed, particularly models known as expected utility models, and 
non-expected utility models. One of the main goals of this paper is to highlight the mean-
ing of the basic notations used in these models: utility and subjective expected utility. 

Keywords: risks classification, utility maximization, risk theories, subjective utility theo-
ries. 
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Streszczenie: Rozkład prawdopodobieństwa zmiennej losowej może być scharakteryzo-
wany przez podanie pewnych liczb zwanych parametrami rozkładu. Do najczęściej uży-
wanych parametrów należą momenty. W pracy skoncentrujemy się na rozkładzie Pólyi, 
bowiem można z niego łatwo uzyskać jako przypadki szczególne lub odpowiednio gra-
niczne ważne w statystyce rozkłady, takie jak dwumianowy, ujemny dwumianowy lub 
Poissona. W 1972 r. G. Mühlbach podał interesujące wzory na momenty rozkładu Pólyi. 
Autor ten nie wnikał w ocenę efektywności rachunkowej podanego wzoru na momenty 
zwykłe. Pokażemy, co ma znaczenie praktyczne, że wzór ten można przedstawić w prost-
szej, wygodnej formie. 

Słowa kluczowe: rozkład Polyi, moment zwykły. 

1. Wstęp 

Zmienna losowa jest zasadniczo wystarczająco dokładnie opisana 
przez jej rozkład prawdopodobieństwa. Względy praktyczne dyktują 
jednak potrzebę znalezienia charakterystyk liczbowych rozkładu, po-
nieważ są to opisy krótkie i umożliwiają szybkie porównanie rozkła-
dów ze sobą. 

W statystyce teoretycznej, a także w statystyce użytkowanej  
w ekonomii zachodzi często potrzeba uchwycenia zasadniczych włas- 
ności badanej zbiorowości. Abstrahujemy wtedy od wielu szczegó-
łów, a własności, o których podkreślenie nam chodzi, charakteryzu-
jemy niejednokrotnie też za pomocą jednej lub kilku liczb. Należą do 
nich w pierwszym rzędzie średnia arytmetyczna i odchylenie przecięt-
ne, a przypadku rozkładu momenty. 

2. Rozkład G. Pólyi 

W niniejszej pracy analizujemy wzór na momenty rozkładu G. Pólyi 
podany w 1972 r. przez G. Mühlbacha. W tym celu przypomnimy, że 
rozkład ten wyraża się wzorem 
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𝑃(𝑋 = 𝑘) = �𝑛𝑘�
𝑝(𝑝+𝑎))…[𝑝+(𝑘−1)𝑎]𝑞(𝑞+𝑎…[𝑞+(𝑛−𝑘−1)𝑎]

1(1+𝑎)(1+2𝑎)…[1+(𝑛−1)𝑎]
, 

gdzie n = 1,2,…, k = 01,2,…,n, a – dowolna liczba, przy czym dla 
𝑎 < 0 zakładamy  

−𝑎𝑛 ≤ min(𝑝,𝑞) ,𝑞 = 1 − 𝑝. 

W celu ułatwienia zapisu tego dość rozciągliwego wzoru, posługu-
jemy się zwykle tzw. wielomianami czynnikowymi stopnia r wzglę-
dem x (nazywanymi także uogólnioną r-tą potęgą liczby x) w sposób 
następujący 

x[0,a] = 1, x[r,a] = x[r-1,a].[x– (r–1)a], 

gdzie r =1,2,…, zaś a oznacza dowolną liczbę. 

Z podanego tu określenia rekurencyjnego wynika, że 

x[r,a] = x(x–a)(x–2a)…[x-(r-1)a]. 

W oparciu o powyższe wzory rozkład Pólyi można zapisać następująco 

𝑃(𝑋 = 𝑘) = �𝑛𝑘�
𝑝[𝑘,−𝑎]

1[𝑛,−𝑎] .𝑞[𝑛−𝑘,−𝑎]. 

G. Mühlbach zapisywał ten rozkład w nieco innej symbolice 

𝑞𝑛,𝑥(𝑥,𝑎) = �𝑛𝑘�
𝜑𝑘(𝑥,𝑎)𝜑𝑛−𝑘(1−𝑥,𝑎)

𝜑𝑛(1,𝑎)
, 

co sprowadza się do zapisu 

𝜑𝑛(𝑥, 𝑎) = 𝑥[𝑘,−𝑎]. 

3. Wzór na momenty G. Mühlbacha  

Dla znalezienia wzoru na momenty zwykłe w rozkładzie Pólyi,  
G. Mühlbach posłużył się operatorem 𝑄𝑛[𝑓; 𝑥, 𝑎], który przedstawia 
się następująco 

𝑄𝑛[𝑓; 𝑥,𝑎] = ��𝑛𝑙 �
𝑛

𝑙=0

𝛥𝑙𝑓�𝑥𝑛,𝑙�𝑞𝑛,𝑙(𝑥,𝑎), 

gdzie 𝛥𝑙𝑓�𝑥𝑛,𝑘 � oznacza różnicę rzędu l określoną następująco 

𝛥0𝑓�𝑥𝑛,𝑘� = 𝑓(𝑥𝑛,𝑘), 

𝛥𝑙+1𝑓(𝑥𝑛,𝑘)=𝛥𝑙𝑓�𝑥𝑛,𝑘+1� − 𝛥𝑙𝑓(𝑥𝑛,𝑘), l = 0,1,2,…, 
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natomiast 
𝑞𝑛,𝑙(𝑥, 𝑎) = 𝑃(𝑥 = 𝑙), jak uprzednio podano. 

W oparciu o podany operator autor uzyskał następujący wzór na mo-
menty 

𝑚𝑟 = 𝑄𝑛[𝑔𝑟;𝑥, 𝑎] = ∑ �𝑛𝑙 �𝑔𝑟�𝑡𝑛,𝑙�.𝑞𝑛,𝑙(𝑥, 𝑎)𝑛
𝑙=0 , 

gdzie  

𝑔𝑟�𝑡𝑛,𝑙� = (𝑛𝑡𝑛,𝑙)𝑟 , 𝑡𝑛,𝑙 = 𝑙
𝑛
, 

co można także zapisać w postaci  

𝑚𝑟 = ∑ �𝑛𝑙 � 𝑔𝑟(𝑡𝑛,𝑙)
𝜑𝑙(𝑥,𝑎)
𝜑𝑙(1,𝑎)

𝑛
𝑙=0 , 

lub w bardziej znanej symbolice 

𝑚𝑟 = ∑ �𝑛𝑙 � 𝛥
𝑙𝑛

𝑙=0 𝑔𝑟(𝑡𝑛,𝑙)
𝑥[𝑙,−𝑎]

1[𝑙,−𝑎], 

gdzie przy tej stosowanej notacji x = p. 

4. Modyfikacja wzoru Mühlbacha 

Autor nie wnikał w ocenę efektywności rachunkowej podanego wzo-
ru. Wzór ten można przedstawić w prostszej i wygodniejszej do obli-
czeń formie przy pomocy liczb Stirlinga 𝑆𝑙𝑟 drugiego rodzaju, które 
określamy jako współczynniki przy wielomianach czynnikowych w 
tożsamości 

𝑥𝑟 = 𝑆0𝑟𝑥[0] + 𝑆1𝑟𝑥[1] + 𝑆2𝑟𝑥[2] + ⋯𝑆𝑟𝑟𝑥[𝑟] = ∑ 𝑆𝑙𝑟𝑥[𝑙]𝑟
𝑙=0 , 

przyjmując 
𝑆00 = 1, 𝑆0𝑟 = 0 dla 𝑟 = 1,2, …, 

𝑆𝑟𝑟 = 1 dla 𝑟 = 1,2, …, 

𝑆𝑘𝑟 = 0 dla 𝑟 < 𝑘, 

oraz korzystając z różnic skończonych zera, to jest różnicy funkcji 
𝑦 = 𝑥𝑘  w punkcie x=0 z krokiem 1, tzn. 

𝛥0𝑘 = 1𝑘 − 0𝑘 ,𝛥20𝑘 = 𝛥(1𝑘 − 0𝑘) = 2𝑘 − 2. 1𝑘 + 0𝑘 itd. 

Zachodzi następujący wzór rekurencyjny, który jest wykorzystywany 
przy układaniu tablic różnic skończonych zera 

𝛥𝑙0𝑘+1 = 𝑙(𝛥𝑙0𝑘 + 𝛥𝑙−10𝑘), 𝑙 ≤ 𝑘. 
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Uwzględniając, że 

�𝑛𝑙 � =
𝑛[𝑙]

𝑙!  

oraz fakt, że różnica rzędu l we wzorze na momenty jest liczona  
w punkcie zero, otrzymujemy zapis tego wzoru w postaci 

𝑚𝑟 = ∑ 𝑛[𝑙]

𝑙!
𝛥𝑙0𝑟 𝑥

[𝑙,−𝑎]

1[𝑙,−𝑎]
𝑛
𝑙=0  . 

Zachodzi następujący związek między różnicami skończonymi zera a 
liczbami Stirlinga drugiego rodzaju 

𝛥𝑙0𝑟

𝑙!
= 𝑆𝑙𝑟, 

więc wzór na momenty można zapisać ostatecznie w postaci 

𝑚𝑟 = ∑ 𝑛[𝑙]𝑆𝑙𝑟
𝑥[𝑙,−𝑎]

1[𝑙,−𝑎]
𝑛
𝑙=0  . 

Liczby Stirlinga są stablicowane, np. przez Kaufmanna [1968], więc 
pozwala to dość sprawnie wyliczyć moment potrzebnego rzędu. Na 
przykład 

𝑚1 = ∑ 𝑛[𝑙]𝑆𝑙1
𝑥[𝑙,−𝑎]

1[𝑙,−𝑎] = 𝑛𝑥𝑛
𝑙=0 , 

𝑚2 = 𝑛𝑥 + 𝑛(𝑛 − 1). 𝑥(𝑥+𝑎)
1+𝑎

, 

𝑚3 = 𝑛𝑥 + 3𝑛(𝑛 − 1) 𝑥(𝑥+𝑎)
1+𝑎

+n(n – 1)(n – 2)𝑥(𝑥+𝑎)(𝑥+2𝑎)
(1+𝑎)(1+2𝑎)

, 

𝑚4 = 𝑛𝑥 + 7𝑛(𝑛 − 1)
𝑥(𝑥 + 𝑎)

1 + 𝑎
+ 6𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

𝑥(𝑥 + 𝑎)(𝑥 + 2𝑎)
(1 + 𝑎)(1 + 2𝑎) + 

+𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 3) 𝑥(𝑥+𝑎)(𝑥+2𝑎)(𝑥+3𝑎)
(1+𝑎)(1+2𝑎)(1+3𝑎)

 . 

5. Wzór rekurencyjny na momenty 

W podręczniku z rachunku prawdopodobieństwa Gerstenkorn i Śród-
ka [1972] podany jest wzór rekurencyjny na momenty (wzór 6.5.11,  
s. 227) wraz z dowodem w schemacie Pólyi losowego pobierania kul  
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z urny, tzn. gdy N – liczba kul w urnie, b – liczba białych kul w urnie, 
c – liczba czarnych kul w urnie, b+c=N, s – liczba dodawanych lub 
wyjmowanych kul z urny danego koloru w zależności od koloru 
uprzednio wylosowanej i zwróconej kuli do urny. Wzór ten jest postaci 

𝑚𝑟+1 = 1
𝑁+𝑟𝑠

∑ (𝑏𝑛 �𝑟𝑖� − (𝑏 − 𝑠𝑛) � 𝑟
𝑖 + 1� − 𝑠 � 𝑟

𝑖 + 2�)𝑚𝑟−𝑖
𝑟
𝑖=0  , 

gdzie r=0,1,2,…, n – liczba przeprowadzonych doświadczeń (loso-
wań). W przypadku s < 0 należy przyjąć założenie −𝑘𝑠 ≤ 𝑏 𝑖 −
(𝑛 − 𝑘)𝑠 ≤ 𝑐, 𝑘 = 0,1,2, …𝑛.  

W schemacie Pólyi pytamy o prawdopodobieństwo otrzymania k 
kul białych na n losowań. 

Jeśli uwzględnimy znaną w tym schemacie zależność: 𝑏
𝑁

= 𝑝, 𝑐
𝑁

=
𝑞, 𝑠

𝑁
= 𝑎, to otrzymamy wygodną formę wzoru dla rozkładu Pólyi 

𝑚𝑟+1 = 1
1+𝑟𝑎

∑ (𝑛𝑝 �𝑟𝑖� − (𝑝 − 𝑎𝑛) � 𝑟
𝑖 + 1� − 𝑎 � 𝑟

𝑖 + 2�)𝑚𝑟−𝑖
𝑟
𝑖=0 . 

Z podanych tu wzorów na moment rozkładu Pólyi uzyskuje się ła-
two jako przypadki szczególne wzory na momenty rozkładów dwu-
mianowego (Bernoulliego), hipergeometrycznego, ujemnego dwu-
mianowego, a w przypadku granicznym także dla rozkładu Poissona. 
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REMARKS ON THE FORMULA FOR THE MOMENTS  
OF THE PÓLYA PROBABILITY DISTRIBUTION 

Summary: The probability distribution of a random variable can be characterized by 
some numbers called parameters of the distribution. The most commonly used parameters 
are the moments. Our attention is concentrated on the Pólya distribution because it is 
easily possible to obtain from it some special cases very important in the statistics distri-
butions such as binomial, negative binomial and Poisson (in the limit procedure). In 1972 
G. Mühlbach introduced very interesting formulae for the moments of the Pólya distribu-
tion. The author did not investigate an appreciation of the numerical efficacy of the for-
mula for the simple moments. We will show that it is possible to demonstrate this formula 
in a simpler form. It has a practical significance and importance. 

Keywords: the Pólya distribution, moments. 
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Summary: In this paper we have given a short account of the shortfalls of neoclassical 
economics, far removed from Aristotelian political economics, which was considered by 
him as the art of household management. The objective of it was a flourishing life or the 
Good Life. The main aim of humankind is the development of a desirable way of living 
and sustaining the quality of life, also for future generations. In order to achieve that goal, 
people created a number of institutions to facilitate achieving that end. All institutions, as 
they are devised for human purposes, cannot be outside human control, they should serve 
society. In the paper it is argued that the economy, as one of the social institutions, should 
play a particular role in enhancing human and non-human well-being. The paper contains 
the proposal of a unified system of measuring institutional and eco-system performance. 
Moreover, it is argued that among many proposals for the development of new proposals 
for studying economic matters, ecological economics is the most suitable for researching 
into the quality of life.  

Keywords: quality of life, neoclassical economics, ecological economics, sustainable 
development, performance measurement. 

1. Introduction 

The problems related to human life, particularly those linked to the 
Good Life, have been discussed since ancient times. Quantitative 
descriptions of social questions were initiated as early as the 1830s, 
and have been embraced in the form of moral statistics. These 
researches received a new energy in the early 1960s. In this period a 
social indicators movement sprang up. In the 1970s it was effectively 
supplemented by the emergence of the concept of perceptual 
indicators. Unfortunately, due to political reasons, funds for the 
research of social questions were drastically reduced. Therefore, 
practically the whole movement was over in the 1980s. This was 
especially true for the USA.  

By the 1990s, mainly due to grass-roots initiatives, the old 
movement was revived in a new form. It was really a worldwide 
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movement, supported by both academics and political organizations. 
The new wave of social ferment has a number of forms labeled with a 
number of slogans. Names such as Human Development, Social 
Progress, Social Cohesion, Subjective Quality of Life, Sustainable 
Development, Progress of Societies, Quality of Society are used 
besides the commonly used Quality of Life (see also [Ostasiewicz 
2013]).  

The diversity of social movement is so broad that it is hardly 
possible to give a complete analysis of it. The non-governmental 
sector, individual persons and international organizations all play a 
significant role in it. Whereas the activity of the UN, the OECD, and 
of the European Commission focuses rather on the practical side of 
what and how to measure, the Council of Europe is engaged in 
highlighting more fundamental aspects of humankind’s existence, 
both from the scientific and philosophical perspective.  

On the other hand, a science called “political economy” was 
developed, renamed “economics”. It emerged in ancient Greece, and 
was aimed at helping people to obtain and properly use the goods 
necessary for a good life. With time the old science developed more 
and more, together with a number of schools. It is interesting that all 
the strands of economics made use of the market mechanism, treating 
it as a main tool for competition, a prerequisite for economic 
development. It is however puzzling that economists were reluctant to 
use this mechanism themselves, to exchange the ideas and allow them 
to compete. Instead, only one monopolistic view prevails, which is 
called mainstream economics, suggesting that all the rest is a mere 
trifle.  

Ironically enough, the essence of the science of the Good Life was 
created by Aristotle in a form of knowledge called economics. For 
Aristotle, the primary aim of economics was the action of using things 
required for the Good Life. Even in the beginning of the 20th century, 
A. Marshall treated economics in the same way. In 1920 he wrote (see 
also [Marshall 1920, p. 6]):  

“Economics is a study of mankind in the ordinary business of life; 
it examines that part of individual and social action which is most 
closely connected with the attainment and with the use of the material 
requisites of wellbeing”.  

Unfortunately, all the noble intentions of this science were 
abandoned. Economics stopped being a science of both mankind’s 
problems or of anything related to the real world. Such an opinion is 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 
STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

 

 

 

  

 

Reshaping economics to encompass quality of life issues 139 

shared by a number of those who received the Bank of Sweden Prize 
in Economic Sciences in Memory of Alfred Nobel.  

It is well known that scientists have little impact on politicians and 
policy-makers. The only visible force being able to influence policy-
makers is in the possession of economists. In order to control (drive) 
the economy’s machine, politicians are used to observe the dashboard 
of gauges, suggested by economists. On the dashboard there are three 
gauges measuring growth of wealth, innovation, and consumer 
sentiments. All these indicators are pro-consumer and market oriented. 
A radical, but also ideal, solution to achieve the orientation from 
economical to social, would consist in replacing “economic” gauges 
with “social” measures. The corresponding social trinity could be the 
following: livelihood of the planet, social engagement (initiatives), 
and citizen (instead of consumer) sentiments. A realistic solution, 
proposed in this paper, consists in the integration of both types of 
indicators. The approach of ecological economics seems to be the 
most appropriate for defining the framework for an integrated system 
of indicators.  

The simplest justification of this choice is that this kind of 
economics is embedded in the biophysical universe. Moreover, 
ecological economists adhere to the methodological pluralism, they 
are also very critical of the value monism. 

The paper is organized as follows. After a brief overview of the 
development of economics, by means of a simple model taken from 
growth theory, we try to confirm what was asserted in 1999 by R. 
Coase, a Nobel Memory Prize winner, namely that “existing 
economics is a theoretical (meaning mathematical) system which 
floats in the air and which bears little relation to what happens in the 
real world” [quoted in Lawson 2007, p. 252]. Then, new trends in 
economics are briefly sketched. The paper finishes with a proposal of 
a new way for developing the science of the good life.  

2. From political economy to neoclassical economics 

Modern terms “economics” and “economy” are derived from the 
ancient Greek word “ekonomike”, which is a mix of two words: eikos 
and nomos . It was used to denote an the art of household 
management. Households were natural human cooperative 
associations, embodied into a wider social structure known as polis, 
city-states. Economics was therefore extended as far as polis. This 
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term was used for the first time in 1615. At the beginning of the XIX 
century, it changed to the term economics. Originally, Aristotelian 
economics was considered as a fundamentally moral science. The 
father of so-called classical economics, A. Smith, was influenced by 
the Aristotelian view on that science. Not only him , but all other 
classical economists combined philosophical and political issues with 
economic issues. Economists were considered as worldly 
philosophers, because of the breath and moral depth of economic 
enquiry, just as in an influential, highly readable book The worldly 
philosophers: the lives, times and ideas of the great economic 
thinkers, published in 1953 R. Heilbroner (see [Heilbroner]). Among 
such thinkers one finds A. Smith, K. Marx, J.M. Keynes, A. Marshall, 
and J.S. Mill. All of them were involved in important public policy 
issues relevant to bettering the lives of people.  

Unfortunately, this very noble, prime goal of economics aimed at 
supporting the good life, has been gradually downplayed and 
abandoned. Already in 1849 T. Carlyle described economics as a 
rueful or dismal science, because economics became a science in 
which all human problems are reduced to “supply-demand analysis”. 
He caricatured this science saying that it is enough to teach a parrot 
the terms supply and demand in order to make an economist. 

All economic activity is designated to create supply for the market, 
the economy produces not with the aimof meeting people’s needs, but 
for the markets. Marketers are able to create any demand, to turn 
people into “mindless consumers” of goods that they do not want.  
K. Polany observed that fictitious commodities like land, labor and 
money make human social life dependent upon the fluctuations of the 
market. Recently, also people themselves are becoming commodities. 
A human billboard is a very mild example, by this expression one 
means persons who are willing to place a temporary or permanent 
tattoo on their body for advertising purposes. Not only economy’s 
outputs, but many of the society’s highly essential constituents, are 
transformed into commodities. Not only the above-mentioned above 
space on human body is being sold for ads, but even cadavers are 
transformed into commodities. The market economy has given rise to 
market society, meaning that the whole of society is embedded in the 
mechanism of its own economy. This is presented in Figure 1. 

Any science, particularly any social science, coexists with 
different schools of thought, or with a number of preferred 
approaches.  As  far  as  economics  is concerned, there were, from the 
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Figure 1. Production for markets 

Source: own work. 
 

very early beginning of its development, different points of view on it, 
only some of them reached the level to be termed as schools of 
thought. Among all those having this privilege, the school of 
neoclassical thought has conquered all the others. For this reason it 
has been seen as mainstream economics. It has never been defined, 
and it is impossible to identify it precisely. The description of it which 
seems to be the closest to reality is given by David Deuquech: 
mainstream economics is considered a form of knowledge, supported 
by the prestige of the universities in which it is thought and of the 
journals in which it is published. D. Colander gives a practical 
criterion to identify it: these are ideas that the elite in the profession 
find acceptable [Colander 2000].  

Neoclassical economics is meant to be about policy design, to be a 
guide for decision makers. In the case of individual decision makers, 
economics offers a tool called Cost-Benefit Analysis. The 
abbreviation CBA, within the circles of mainstream economists, needs 
no explanation. 

In the case of collective behavior, this sort of economics has a 
magic tool known as the invisible hand, which carries the whole 
system into an equilibrium state . The notion of equilibrium gained the 
status of a magic charm. There were distinguished two kinds of 
equilibrium: partial and general. The latter cemented the whole of the 
so called welfare economics.  

3. Thinking in terms of models 

The neoclassical strand of economics almost completely lost its real 
grounding. Neoclassical economics became a theoretical system 
which, as R. Coase (mentioned above) asserted, floats in the air and 

economy 

markets 

economy 
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markets output GDP 
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bears little relation to what happens in the real world. The solutions 
offered by neoclassical economists are sterile, precise and elegant 
from the mathematical point of view. It seems, however, it is much 
more useful to formulate and highlight the real problems, which 
concern the lot of human beings, even without giving solutions to 
them, rather than using exact mathematical methods to obtain the 
exact solution to fictitious, abstract problems. The following well-
known anecdote illustrates this perfectly. Someone met an economist 
searching under the lamppost for his key, although he lost it 
somewhere else, but he was searching for his key where the light was. 
Despite the obvious evidence of the failure of neoclassical economics, 
there are still numerous adherents to it.  

According to J.M. Keynes, economics is the science of thinking in 
terms of models. How far away neo-classical models are from reality 
one can easily see from one of the simplest growth models. Suppose 
that the economy consists of two sectors. One of them is formed by 
the owners of natural resources, which are used as an input for 
production. The second sector uses natural resources together with 
human made capital to produce goods. A graphic presentation of such 
an economy is shown below 

 

Figure 2. Production scheme 

Source: own work. 
 

The prevalent assumption of neo-classical economics is that the 
sole source of well-being is consumption. It is rather natural to assume 
that natural resources are limited. In light of these two assumptions the 
following question is rather obvious: is an economy with exhaustible 
resources able to provide non-decreasing consumption now and for all 
future generations? 

Economists have proved the following Theorem: 
if owners of resources are rational and the society reinvests the rents 
from non-renewable natural resources into other forms of capital, then 
society can sustain a constant level of consumption that can go on 
forever. 

National product Production 
Natural resources 

   Man-madecapital 
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It looks very nice, and seems to be reasonable too. This optimistic 
result is proved however by using advanced mathematical methods. 
Normally these methods are not included in curricula for economists’ 
education, so that for an average student it is impossible to see how 
abstract this theorem is, how distant it is from reality. 

Without going into detail, below there are specified explicitly and 
formally, all the assumptions underlying this highly optimistic 
statement. Before listing them, some explanations are presented. First 
of all, all the basic notions like production, consumption, investment, 
and extraction, are represented by functions of time, so that they are 
treated as processes. 

The system of three functions 𝑃 = (𝑐(𝑡),𝑘(𝑡), 𝑟(𝑡)) considered as 
the mapping (multifunction): 𝑃: 𝑅+ → 𝑅+ × 𝑅+ × 𝑅+will be called a 
time path (of consumption, investment, and extraction) starting from 
the initial stock 𝑆0 , and initial capital 𝐾0 = 𝑘(0). All possible paths 
are denoted by Φ(𝐾0, 𝑆0). If there exists such that 𝑐(𝑡) = 𝑐 for all 
𝑡𝜖[0,∞), then a path �𝑐(𝑡), 𝑘(𝑡), 𝑟(𝑡)� ∈ Φ(𝐾0, 𝑆0) is called 
theegalitarian path. A path �𝑐(𝑡),𝑘(𝑡), 𝑟(𝑡)� ∈ Φ(𝐾0, 𝑆0) is said to be 
a maximin path or Rawlsian path if the inequality 

𝑖𝑛𝑓{𝑐(𝑡)|𝑡𝜖[0,∞)} ≥ 𝑖𝑛𝑓{𝑐′(𝑡)|𝑡𝜖[0,∞)} 

is satisfied for all paths �𝑐′(𝑡),𝑘′(𝑡), 𝑟′(𝑡)� ∈ Φ(𝐾0, 𝑆0). 

If a path �𝑐(𝑡),𝑘(𝑡), 𝑟(𝑡)� ∈ Φ(𝐾0, 𝑆0) satisfies the Hartwick rule, 
then it is called the Hartwick path. 

Suppose now that economics described by the triple 𝑃 = (𝑐(𝑡), 
𝑘(𝑡), 𝑟(𝑡)), and the production function 𝐹(𝑘(𝑡), 𝑟(𝑡))𝜖𝑅+ fulfills the 
following assumptions (see [Asheim et al. 2003; Mitra 2012]).  

1. Consumption is a function𝑐: 𝑅+ → 𝑅+, such that for any 𝑡𝜖[0,∞) 
holds 

lim𝜏→𝑡 𝑐(𝜏) = 𝑐(𝑡). 

2. Extraction of natural resource is a continuous function 𝑟: 𝑅+ → 𝑅+ 
3. Stock of man-made capital is a continuous and differentiable 

function 𝑘: 𝑅+ → 𝑅+ 

lim𝜏→𝑡 𝑘(𝜏) = 𝑘(𝑡), lim𝜏→0
𝑘(𝑡+𝜏)−𝑘(𝑡)

𝜏
≥ 0. 

4. Remaining stock of exhaustible resource is a function defined as 
follows 
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 𝑠(𝑡) = 𝑆0 − ∫ 𝑟(𝜏)𝑑𝜏𝑡
0  (1) 

where  𝑆0 is the initial, at the present time, level of natural capital. 

5. Natural capital is exhausted in indefinite ( infinite) time 

lim𝑇→∞ ∫ 𝑟(𝜏)𝑑𝜏𝑇
0 ≤ 𝑆0. 

6. Production is defined by a function 𝐹: 𝑅+ × 𝑅+ → 𝑅+ 
which for any input (𝑘, 𝑟) ≡ �𝑘(𝑡), 𝑟(𝑡)�𝜖𝑅+ × 𝑅+ assigns an output 
𝐹(𝑘(𝑡), 𝑟(𝑡))𝜖𝑅+ and for any t > 0 fulfilled the following conditions 

𝐹�0, 𝑟(𝑡)� = 𝐹(𝑘(𝑡),0) = 0, 𝜕𝐹(𝑘,𝑟)
𝜕𝑘

> 0, 𝜕𝐹(𝑘,𝑟)
𝜕𝑟

> 0, 𝜕
2𝐹(𝑘,𝑟)
𝜕𝑘𝜕𝑟

< 0, 

𝑖𝑛𝑓 �𝜕𝐹(𝑘,𝑟)
𝜕𝑟

1
𝐹(𝑘,𝑟)

 | (𝑘, 𝑟)𝜖𝑅+ × 𝑅+� > 0. 

7. In any period 𝑡𝜖[0,∞) the Hotelling rule is fulfilled  

 𝜕𝐹(𝑘(𝑡),𝑟(𝑡))
𝜕𝑡

= 𝜕𝐹(𝑘(𝑡),𝑟(𝑡))
𝜕𝑘

. 𝜕𝐹(𝑘(𝑡),𝑟(𝑡))
𝜕𝑟

. (2) 

8. In any period 𝑡𝜖[0,∞) the Hartwick rule is fulfilled  

 𝜕𝐹(𝑘(𝑡),𝑟(𝑡))
𝜕𝑟

 𝑟(𝑡) =  𝐹�𝑘(𝑡), 𝑟(𝑡)� − 𝑐(𝑡). (3) 

9. The development of the economy is described by two 
differential equations:  

 𝑑𝑘(𝑡)
𝑑𝑡

= 𝐹�𝑘(𝑡), 𝑟(𝑡)� − 𝑐(𝑡), 𝑡 > 0, (4) 

 𝑑𝑆(𝑡)
𝑑𝑡

= −𝑟(𝑡), 𝑡 > 0. (5) 

Even a cursory reading of these requirements reveals that R. Coase 
was really right in asserting that the economy seen in that way bears 
almost no relation to a real economy. The assumptions listed above 
permit, however, to prove an important theorem about unlimited 
economic growth.  

The necessary and sufficient conditions for the existence of 
different kinds of paths are very complicated. For the aim of this paper 
it will be sufficient to consider a very special variant of the production 
function. Suppose that production is described by the Cobb- 
-Douglas function 

 𝑄 = 𝐹(𝑘, 𝑟) = [𝑘(𝑡)]𝛼 ∙ [𝑟(𝑡)]𝛽 ,𝛼 + 𝛽 ≤ 1. (6) 
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If 𝛼 > 𝛽, then maximum egalitarian consumption is given by the 
formula 

 𝑐0 = (1 − 𝛽)[(𝛼 − 𝛽) ∙ 𝑆0]
𝛽

1−𝛽𝐾0
𝛼−𝛽
1−𝛽 . (7) 

The extraction level is defined by the equation 

 𝑟(𝑡) = � 𝑐0
1−𝛽

�
1/𝛽

 ∙ [𝑘(𝑡)]−𝛼/𝛽. (8)  

Using (1), we can determine the stock of natural resource in any 
instant of time, and from (4), the state of capital in any instant of time. 

The marginal productivity of resource in the case of the Cobb-
Douglas function is 

 𝜕𝐹(𝑘(𝑡),𝑟(𝑡))
𝜕𝑟

=  𝛽[𝑘(𝑡)]𝛼 ∙ [𝑟(𝑡)]𝛽 = 𝛽𝑘𝛼𝑟𝛽−1. (9) 

The rents from the resource are calculated as  

𝑟𝑒𝑛𝑡𝑠 = 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 ∙ 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 

So that one has 
𝜕𝐹(𝑘(𝑡),𝑟(𝑡))

𝜕𝑟
 𝑟(𝑡) =  𝛽𝑘𝛼𝑟𝛽−1 ∙ 𝑟 = 𝛽𝑘𝛼𝑟𝛽. 

The Hartwick rule requires that this amount of production must be 
reinvested: 

𝑖𝑛𝑣𝑒𝑠𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡 =  𝑑𝑘(𝑡)
𝑑𝑡

= 𝛽 ∙ [𝑘(𝑡)]𝛼 ∙ [𝑟(𝑡)]𝛽 (10) 

And the rest of production can be consumed, this ‘rest’ is equal to 
the quantity 

 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑢𝑚𝑝𝑡𝑖𝑜𝑛 = (1 − 𝛽)[𝑘(𝑡)]𝛼 ∙ [𝑟(𝑡)]𝛽. (11) 

The dynamics of that economy is depicted in Figure 3 
 

Figure 3. One-sector economy 

Source: own work. 

(1 − 𝛽)[𝑘(𝑡)]𝛼 ∙ [𝑟(𝑡)]𝛽 
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Example. 
Suppose that 𝑆0 = 1, 𝐾0 = 1, and 𝛼 = 0.7,𝛽 = 0.3 , then the 

consumption enjoyed by all generations, at any instance of time, given 
by (7) is the following: 

𝑐0 = (1 − 0.3)[(0.7 − 0.3) ∙ 1]
0.3

1−0.31
0.7−0.3
1−0.3 = 0.473 

the processes of resource extraction, determined by (8) is 

𝑟(𝑡) =  5.931
( 12.931 +3 t) 1.207,. 

Stock of man-made capital, 𝑘(𝑡), and stock of natural resource, 
𝑠(𝑡), one obtains correspondingly from (4) an (1). For this particular 
case, differential equation (4) takes the form 

𝑑𝑘(𝑡)
𝑑𝑡

= [𝑘(𝑡)]𝛼 ∙ [𝑟(𝑡)]𝛽 − 𝑐0 

from which one obtains  

𝑘(𝑡) = 0.266(12.931 + 3𝑡)0.517. 

From (1) results the following solution: 

𝑠(𝑡) = 1 − 5.931 �0.949 − 1.611
(12.931+3𝑡)0.207�. 

The graphics of these three functions are presented in Figure 4. 
 

Figure 4. Extraction, investment, and consumption processes 

Source: own work. 
 

This highly “optimistic” result about exponential growth is mainly 
due to Hartwick. It became very famous and attractive because it gave 
an essential extension to the basic result of the theory of growth 
proposed by Solow [1974]. The Hartwick result means that 
exhaustible resources can be substituted by human-made capital in 

       r(t) resource extraction                   k(t) investment                    s(t) remaining resource 
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such a way that the depleting natural resources will cause no harm for 
future generations, as constant consumption can be sustained forever. 
So that it is fully acceptable that the last fish used for the production 
can be substituted by a fishing rod.  

In order to see how unrealistic the assumptions underlying the 
consideredTheorem are, we list below only a few critical observations.  

1. All consumers are equal, so there is considered only one 
infinitely lived representative individual 

2. The producers(owners of capital) are also equal, represented by 
one infinitely lived owner who decides now about the prices in the 
future. The theorem is based on the famous Hotelling rule [Hotelling 
1931], but the rule itself is based on the assumption: “Since it is a 
matter of indifference to the owner of a mine whether he receivesfor a 
unit of his product a price 𝑝0now or a price 𝑝0𝑒𝛾𝑡 after time t, it is not 
unreasonable to expect that the price 𝑝 will be a function of the time 
of the form p = p0eγt” [Hotelling 1931].  

3. The innocent, but hidden assumption is the following: 
at any instant of time future generations will be continuously wealthier 
and wealthier. 

4. Hartwick’s investment rule requires massive government, or a 
central planner’s, intervention in the capital market; second, it is not 
clear how much should be invested by the private sector versus public 
investments.The important objection is that the commitment to invest 
resource rents now cannot commit future generations to do the same, 
and in the same manner.  

If these assumptions are fulfilled, then the growth of capital will 
continue forever. The best comment about this Theorem isDaly’s 
famous saying: “if wishes were horses, then beggers would ride”.  

 

Figure 5. Scheme of endogenous growth theory 

Source: own work. 
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As one can see from (8), resources are steadily decreasing. 
Economists have invented an inexhaustable resource, called 
technology and knowledge, which is “produced” in a separate private 
sector. In that way one arrives at a so-called knowledge-based 
economy. In this economy,knowledge accumulation needed for steady 
growth is obtained by innovation. This is a new ‘spell’ used recently, 
not only by economists. A kowledge-based economy is depicted in 
Figure 5. 

This approach, as opposed to the human capital approach, is based 
onSchumpetr’s theory of knowledge accumulation.  

4. Voices for change 

The concept of growth as a policy objective has been used since the 
end of the 1950s, before 1950 it was hard to trace interest in growth in 
the official or professional literature [Arnd cited by Victor]. Now it is 
obvious how much damage has been created economic growth. It has 
also been recognized that the current economic system has failed, and 
economics as a science, too. “Modern economics is sick. Economics 
has increasingly become an intellectual game played for its own sake 
and not for practical consequences for understanding the economic 
world” (see [Blaug 1997]). 

A new idea began to crystallize about 50 years ago. The first 
significant contribution was made by Karl Polany (1886‒1964). In his 
book “The great transformation, the political and economic origins of 
our time” published in 1944, K. Polany thoroughly examined and 
explained the defects of economics. He observed that the dynamic of 
modern society was governed by a double movement. The first was an 
expansion of the market. The second movement was the 
countermovement against “satanic mills”, this was the self-protection 
of society against a self-regulating market. It was K. Polany who 
observed that the whole of economic activity is destined to create 
supply on the market, the economy produces not with the aim of 
meeting people’s needs, but for the market’s. Polany’s book remained 
unfortunately unnoticed for many years. By the end of the 1950s there 
emerged a wider rebellion against the market’s hegemony. In 1958, 
J.K. Galbright published a book exploring the big difference between 
private affluence and social squalor. In 1965, Bertram M. Gross was 
also among the the first who voiced for change, he argued that 
economists using their “economic analysis” excluded all the important 
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aspects of social life. The tendency of using the omnipotent monetary 
rod for measuring social phenomena was described as a new 
Philistinism. B.M. Gross initiated the world-wide movement of social 
indicators, which was however hindered by the rise of Reaganomics. 
The other reason for the hibernation of that movement was that it 
arose outside the domain of eonomics. Galbright was regarded as a 
political commentator, and was therefore ignored by academic 
economists (see Victor 2008). A very firestorm was set off in 1967 by 
Ezra Mishan with his book “The costs of economic growth”. He was a 
well-respcted economist, his view was therefore taken seriously in the 
circle of mainstream economics. Mishan’s book “was an urgent plea 
to thoughtful people to ponder the effects on the welfare of ordinary 
people of a gathering erruption of science and technology in pressure 
sufficient to splinter the framework of our institutions and to erode the 
moral foundations on which they have been raised” [Haines 2013]. 
The next economist, who provided an extremally sharp critique of a 
modern industrialized economy was E.F. Schumacher, in his book 
Small is beautiful: a study of economics as if people mattered, 
published in 1973 (see also [Phelps 2007]).  

The economic system functions in interaction with other systems, 
and as all the other social institutions, is embedded in the 
environmental system. The economy includes, as its part, the market 
mechanisms, and the market must be subordinated to the economy, 
not vice versa. This view is in accordance with a variant of new 
economics known as ecological economics, founded by H. Daly (see 
[Gowdy 2005; Daly 1977]). This alternative to neoclassical welfare 
economics provides a good foundation for policy recommendation. 
Vernon L. Smith, when he received the Bank of Sweden Prize in 
Economics in Memory of Alfred Nobel in 2002 (unjustly, and 
incorrectly called Nobel Prize), delivered a lecture in which he 
thoroughly explained the notion of ecological rationality [Smith 
2003]. This kind of rationality uses reason to examine the behavior of 
individuals based on their experience and folk knowledge to apply 
constructivist tools to the decision they make, but also to understand 
the emergent order in human cultures that are created from human 
interactions, but not by deliberate human design. This concurs with 
the other winner of the same kind of prize, namely M. Allais, who 
contrasted intelligent thinking with rational, deductive thinking. 
Ecological rationality based on the ability to exploit the information in 
the natural environment. T. Lawson defends also the view that the 
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social realm, embedded in the natural environment, is emergent from 
human interaction, but it does not reduce it to human practices. This 
kind of social system underlies another approach to reshaping 
neoclassical economics, called green economics [Lawson 2007].  

5. Towards the science of human well-being  

At the beginning of 2008, on the French government's initiative the 
Commission on the measurement of economic performance and social 
progress was created. One of the main reasons for creating it was that 
it raised, for the first time in a long time, the problem of the 
inadequacy of the current measurement of economic performance by 
the widely criticized GDP index. The Commission, chaired by Joseph 
E. Stiglitz, published in 2009 the now famous report [Stiglitz et al. 
2009, pp. 11-12]. The report contains two main messages. 

The first main message is “that the time has come to adopt our 
system of measurement of economic activity to better reflect the 
structural changes which have characterized the evolution of modern 
economics”. 

The second key message , and unifying theme of the report, is that 
“the time is ripe for our measurement system to shift emphasis from 
measuring economic production to measuring people’s well-being”. 

These two messages are the departure point for this part of the 
paper. The first essential remark which is stressed here is that 
Stiglitz’s report was written from purely an economists’ perspective. 
The economy is in the center of the whole inquiry, moreover it is 
considered as an autonomous system alongside two others: social and 
environmental systems. Instead of the three pillar approach , the so-
called Russian dolls model should be applied, with the economy as the 
most inferior doll, the superior being society. Contrary to Thatcher’s 
infamous assertion that there is no such thing as society, the notion of 
society plays a central role in the methodology proposed in this paper. 
The nature of the human beings cannot be reduced to homo 
economicus. Homo sapiens is above all a social being( homo socialis 
rather than homo economicus). Moreover, society is considered not as 
a collection of entities such as people or households, but as a system 
having emergent properties and superior to any other sub-systems. 
The only system the societal system is embedded in is the natural 
system. All other, smaller or bigger systems, created by people, have 
to be subordinate to society (see Figure 6). By this scheme we tried to 
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emphasize the need of replacing the market (economic) slogan, 
‘supply-and-demand’, with societal (humane) battle cry, needs-and-
meeting them. Society should be liberated from market’s hegemony, 
and demand has to be liberated from the supply empire.  

 

Figure 6. Structural systems suitable for the measurement of well-being 

Source: own work. 
 

The economy is only one of the social institutions, and as any of 
the others, it is designated to perform well-determined tasks, not to 
produce for the market, but its aim is the betterment of human beings. 
Economics, as a body of knowledge about this institution, should 
support the achievement of this goal. This means simply that 
economics should be considered as the science of human beings. 
Usually the term of well-being is used. For many people a much more 
appropriate term is the term of ill-being, so that the term human being 
seems to be more suitable than human well-being. 

The efforts to create such economics have recently been 
undertaken by a number of institutions, chiefly of the NGO type, and 
even by individual persons. For some it is socionomics, for others it is 
ecological or green economics. In any case, the endeavors are directed 
towards creating a science aiming to improve the human lot. Already 
Aristotle had written that just talking about virtue does not make a 
man virtuous. To become virtuous one has to act. The same can be 
said about the more modest concept of well-being, where one needs to 
act. Actions need the guide and the tools. Among all the possible 
tools, a system of social indicators plays a central role. During the last 
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fifty years there have been proposed a number of concepts of social 
indicators. Almost all the developed indicators are influenced by the 
utilitarian theory. They are strongly directed towards the 
maximization of total benefits. An alternative to the utilitarian stand 
point is the Rawlsian appeal for protecting a minimum level of 
dignity. A typical utilitarian measure is GDP, a machine that can only 
add up. This measure has been “corrected” by subtracting undesirable 
outputs such as pollution, depletion, loss of enjoyment by people etc. 
The resulting index is the Genuine Progress Index. According to R. 
Frank, the production of so-called positional goods such as 
exceedingly expensive watches or yachts is a waste of productive 
resources, therefore they could be considered as disproducts.  

6. Institutional performance 

The aim of this paper is to sketch a framework of a new methodology 
of the knowledge acquisition about the quality of the functioning of 
the whole eco-biological system.  

Any methodology presupposes some foundational principles. The 
first prerequisite of the intended methodology is a systemic approach 
to all the problems related with the existence of humankind. A 
comprehensive understanding of human beings requires taking into 
account all aspects of the totality of life, not just human life. This was 
summarized by Schweitzer saying Ich bin Leben, das leben will, 
inmitten von Leben, das leben will (“I am life that wills to live in the 
midst of life that wills to live”). This standpoint corresponds with 
Robert Prescott-Allen’s approach, as well as the worldwide MA 
project (see [Millenium 2003]). This simply means that one has to 
consider simultaneously human well-being, and the ecosystem’s well-
being. By human well-being, we simply mean the condition in which 
all members of society are able to determine and meet their needs and 
have a large range of choices to meet their potential (see [Prescott-
Allen 2001]). Similarly, ecosystem well-being is considered also as “a 
condition in which the ecosystem maintains its diversity and quality – 
and thus its capacity to support people and the rest of life – and its 
potential to adopt to change and provide a wide range of choices and 
opportunities for the future” [Prescott-Allen 2001, p. 5].  

Human and non-human beings are not antagonistic, they always 
were partners in evolution. M. Bookchin, in many of his writings tried 
to create a unified theory of natural and social worlds [Best 1998]. 
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They both should be considered as cooperating systems, and therefore 
they should be evaluated also as two tightly bound systems, this 
means they should both be treated from the systemic perspective. The 
interactions between people and the ecosystem is presented in Figure 7.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 7. The Egg of well-being 

Source: [Prescott-Allen 2001]. 
 

Social realm has an emergent structure, the properties of which 
cannot be reduced to the phenomena from which a system emerged. 
The system as a whole can suffer illnesses, and its components 
(people) can also feel unwell. Social ills, environmental burden, 
harmony, or cohesion are typical collective, systemic characteristics. 
It is obvious that to survive, human beings need the necessary 
material, but a good life is something more than only to survive. The 
five basic factors determining a good life considered in [Millenium 
2003] are depicted in Figure 8.  

The obvious fact is that well-being is a perversive quality of 
experience. Therefore, the experience of living and being is located in 
the centre of the diagram shown in Figure 7. The diagram is borrowed 
from the description of the world-wide project Ecosystem and human 
well-being (see [Millenium 2003]), stressing that well-being is 
determined by these five factors, but they must be delivered to 
humans, they must be served or produced, and equally distributed. In 
order to facilitate their lives, people devise various institutions and 
organizations. All the designated institutions have clearly defined 
(pre-specified) tasks to perform. All of these institutions and 
organizations are to be at the service of humankind, therefore it is 
society that is authorized and obligated to evaluate the quality of these 
services, as they determine the quality of people’s lives.  
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Figure 8. Dimensions of human well-being 

Source: adoptation from [Millenium 2003]. 
 

In this project it is argued that the assessment of human beings 
should be made through the assessment of the performance of all the 
institutions designated by people to provide them with all that they 
need to ensure at least a decent life. The right to judgement on the 
human beings belongs only to society, to humans. Society is however 
in its turn, a very complex system embracing various organizations 
and institutions. All institutions are designed with the scope of 
perfoming particular tasks. The quality of human life depends on how 
these tasks are performed. One needs therefore tools for the 
performance’s measurement. The economy, as one of the institutions 
created by society should be not the master of people’s lives, but the 
servant of human prosperity. Human beings are authorized to judge 
the quality of their servants (institutions). 

Both the natural environment, or the biophysical system, and the 
social system are not simply a collection of elements, they are self-
regulating very complex systems. They have therefore their inherent 
characteristics, apart from their performance. These performances, 
needed and desired by people, depend on the wellness of these 
systems, their capacity to perform expected tasks. The basic feature 
characterising the biophysical system is its resilience (see 
[Ostasiewicz 2013]). For the social system such a synthetic gauge of 
its state can be cohesion. Social cohesion is strictly connected to 
inequality. This issue was until recently neglected by social 
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researchers, and especially by economists, focusing on growth and 
wealth considered as a whole. As a key cross-cutting issue that was 
even neglected in the Millenium Development Goals, it is worth 
quoting here E. Neumayer’s observation: “Many academics and 
public intellectuals have recently voiced grave concern about the 
increasing inequality and its detrimental social effects, not least by it 
slowly destroying the social fabric and public spirit on which the 
private and public welfare of all societies are built” (see [Neumayer 
2011, p. 1]). The increasing endemic of inequality concerns not only 
income, but also healthcare , education, personal security, personal 
activity and the influence on public decision-making, generally in 
human development. Equality, or more fundamentally, equity, is 
integral to human development, in new economics a primary subject 
of concern should be the person, only individuals are the ultimate 
units of moral concern. Not utilitarianism, but ethical individualism, 
as promoted by A. Sen, should form the moral base for new 
economics. 

This means that one thing is the measurement of wellness of a 
natural or social system, and the other thing is the measurement of 
wellness of people or households. The system of social accounting 
(some call it social intelligence) proposed in this paper comprises 
three basic components as its sub-systems:  
− Condition (state) and performance of natural eco-system 
− State and performance of social system( man-made) 
− People’s daily-life experience. 

People’s experience is usually called subjective well-being, but 
neither well-being nor ill-being can be subjective, we can only talk 
about perceived being; for that reason we argue for an expression like 
perceived well-being, or a sense of well-being (see also [Farrel 2008]). 
The structural system of indicators is presented in Figure 9. 

A new feature of this approach consists in adopting a systemic 
structure for indicators characterising life on Earth as a whole, not 
merely listing them, but eventually dividing them by dimensions.  

The two sub-systems, natural and human-made, offer opportunities 
for living desired lives. In principle, performance measurement means 
the measurement of these opportunities. Opportunities, or conditions, 
form only the basis for good living. They would be useless if people 
were not able to use them. High culture is but a set of artefacts without 
persons who can appreciate and interpret it. Quality of living does not 
depend only on the conditions. As R. Lane rightly observed, quality of 
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Figure 9. Structural system for performance measurement 

Source: own drawning. 
 

life depends also on the quality of the person. In his capability theory, 
A. Sen points out that freedom is worthless without the capacity and 
willingness to use it. R. Lane listed nine opportunities, i.e. quality of 
conditions for quality of living. These conditions are the following 
[Lane 1996]: adequate material support, physical safety and security, 
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available friends and social support secure, opportunities for the 
expressing and receipt of love, opportunities for challenging work, the 
kinds and amounts of leisure, available set of moral values that can 
give meaning to life, opportunities for self-development, with the 
assistance of such help as may be needed, objective justice. 

The open matter remains how ensure the corresponding properties 
of quality of person in order that persons will be capable to exploit the 
opportunities. The other, often discussed problem is the question of 
self-assessment versus external assessment. The view presented in this 
paper is as follows: the states and performances are to be assessed 
externally. These assessments should be confronted with people’s 
perception.  
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PRZYSTOSOWANIE EKONOMII DO BADAŃ NAD JAKOŚCIĄ ŻYCIA 

Streszczenie: W artykule krótko scharakteryzowano ekonomię neoklasyczną, która 
zupełnie odeszła od ideału arystotelesowego, jakim było dobre życie. Aby żyć dobrze, 
ludzkość tworzyła różne instytucje, w szczególności instytucje społeczne, takie jak 
gospodarka, edukacja, ochrona zdrowia itp. Wszystkie instytucje i organizacje mają 
służyć ludziom, realizować zadania, z myślą których zostały powołane do życia. 
Podstawowe teorie ekonomiczne, takie jak teoria wzrostu i teoria równowagi, nie mają nic 

http://www.cesifo.org/wp
http://www.amse.ue.wroc.pl/proceedings.html
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wspólnego z rzeczywistością. Gospodarka, tzw. wolnorynkowa, przestaje służyć 
społeczeństwu. Celem artykułu jest z jednej strony pokazanie na prostym przykładzie jak 
bardzo nierealne są twierdzenia ekonomii, z drugiej zaś strony, jest nowa propozycja 
badań nad jakością życia. Istota nowości polega na tym, aby jakość życia była 
rozpatrywana jako integralna część ekonomii. Odpowiednią ekonomią do realizacji 
takiego celu jest ekonomia ekologiczna. W ramach takiej ekonomii proponuje się 
zastosować strukturalny system wskaźników charakteryzujących jakość funkcjonowania 
instytucji społecznych, od których zależy jakość życia ludzi, a także odzwierciedlających 
odczucia samych ludzi. To człowiek jest ostatecznym sędzią jakości swego bytowania. 

Słowa kluczowe: jakość życia, ekonomia neoklasyczna, ekonomia ekologiczna, 
zrównoważony rozwój, pomiar jakości życia. 
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Streszczenie: W polskim systemie podatkowym od 2007 r. obowiązuje ulga z tytułu 
wychowywania dzieci, z której korzysta prawie 17% podatników. Jest to jedna z najwięk-
szych finansowo obowiązujących ulg od podatku. Bezdyskusyjnie stanowi ona dużą 
pomoc rodzinom wielodzietnym, co w sytuacji kiedy Polska boryka się z problem demo-
graficznym ma ogromne znaczenie. Począwszy od 2012 r. ulga na dzieci ulega sukcesyw-
nym modyfikacjom. Głównym celem artykułu jest statystyczna analiza konsekwencji 
wprowadzanych zmian na wpływy do budżetu państwa z podatku PIT, progresywność 
systemu podatkowego, poziom redystrybucji dochodów oraz sprawiedliwość podatkową. 

Słowa kluczowe: ulga na dzieci, podatek dochodowy, progresywność podatkowa, spra-
wiedliwość podatkowa. 

1. Wstęp 

Problem demograficzny, polegający nie tylko na niekorzystnych 
zmianach w strukturze ludności ze względu na wiek, lecz także na 
malejący współczynnik dzietności dotyka współcześnie wiele krajów, 
w tym także Polskę. Obserwacje współczynnika dzietności w Polsce 
pokazują, że od 1992 r. nie gwarantuje on prostej zastępowalności 
pokoleń [Rocznik Demograficzny 2013]. W kontekście demograficz-
nych zagrożeń bardzo ważne jest prowadzenie odpowiedniej polityki 
prorodzinnej, tym bardziej, że demografowie prognozują dalsze po-
głębianie się tych tendencji, co w perspektywie czasu może doprowa-
dzić nawet do zjawiska depopulacji, ze wszystkimi negatywnymi 
skutkami dla społeczeństwa [Kochanowski 2009; Palley, Shdaimah 
2011]. 

Jako jedną z głównych przyczyn niewielkiego lub ujemnego przy-
rostu naturalnego podaje się problemy finansowe. Obserwacje dziet-
ności wśród emigrantów z naszego kraju potwierdzają aspekt ekono-
miczny jako źródło obniżenia współczynnika dzietności. W 2007 r.  



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 

STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

162 Edyta Mazurek 

w ramach działalności Rzecznika Praw Obywatelskich powołany zo-
stał zespół ekspercki do opracowania projektu strategii polityki ro-
dzinnej w Polsce. Powołany zespół jako cel pośredni poprawy warun-
ków powstawania i funkcjonowania rodzin oraz podnoszenia poziomu 
urodzin wymienia między innymi wspieranie rodzin w ponoszeniu 
kosztów utrzymania i wychowywania dzieci. 

Państwo może wspierać aktywne działania rodziny poprzez odpo-
wiedni system podatkowy. Obecnie w krajach Unii Europejskiej sto-
sowanych jest wiele prorodzinnych rozwiązań systemu podatkowego: 
• uzależnienie kwoty wolnej od podatku od wieku, stanu cywilnego 

podatnika oraz liczby dzieci pozostających na utrzymaniu (np. Ir-
landia, Estonia), 

• różna kwota dochodu opodatkowanego najniższą stopą podatkową 
w określonych typach rodzin (np. Irlandia), 

• możliwość wspólnego rozliczania małżonków (wiele krajów), 
• stosowanie ilorazu rodzinnego (Francja). 

Stosowanie ilorazu rodzinnego polega na wyznaczaniu wskaźnika 
rodziny zależnego od jej wielkości i składu, a następnie wykorzysta-
niu tego wskaźnika do pomniejszenia dochodu podlegającego opodat-
kowaniu. 
• stosowanie ulg podatkowych, często zróżnicowanych ze względu 

na liczbę dzieci pozostających na utrzymaniu podatnika (np. Gre-
cja, Włochy), 

• możliwość odliczenia różnego rodzaju wydatków związanych z 
wychowywaniem i wykształceniem dziecka (np. Francja, Włochy, 
Grecja), 

• odliczenie kwot wolnych od podatku na dzieci pozostające na 
utrzymaniu podatnika (np. Niemcy), 

• całkowite zwolnienie z podatku dochodowego rodzin wielodziet-
nych (np. Estonia), 

• prawo do otrzymania różnicy w przypadku, kiedy należny podatek 
jest niższy od kwoty odliczenia podatkowego (np. Republika  
Czeska). 
Są również kraje, w których system podatkowy jest neutralny wo-

bec sytuacji rodzinnej podatnika (np. Finlandia, Szwecja) i nie obo-
wiązują żadne ulgi na dzieci. 

Ważne jest, aby stosowane rozwiązania systemu podatkowego 
pomagały podatnikom o niskich dochodach, czy też rodzinom wielo-
dzietnym, ale jednocześnie zapobiegały uzależnieniu od świadczeń 
pomocowych i wspierały aktywność zawodową rodzin. Połączenie 
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tych dwóch celów nie jest łatwe i wymaga przeprowadzania systema-
tycznego monitoringu skutków wprowadzanych rozwiązań.  

W Polsce wiele rodzin wielodzietnych jest zagrożonych ubóstwem 
[Ambroziak 2014]. Prezydent RP próbuje rozwiązać problem de- 
mograficzny, rozważając likwidację możliwości wspólnego rozli- 
czania się małżonków na rzecz wprowadzenia kwoty wolnej od  
podatku zależnej od liczby dzieci wychowywanych w rodzinie [http://ga-
zetaprawna.pl/artykuly/707451,prorodzinna_propozycja_komorow- 
skiego_ mozna_zlikwidowac_ulge_podatkowa_malzenstw.html; http:// 
radio.opole.pl/2013/wrzesien/wiadomosci/bronislaw-komorowski-o- 
wsparciu-rodziny-wywiad-dla-radiaopole.html]. Jednak na chwilę 
obecną problem demograficzny w Polsce polegający na obniżającym 
się współczynniku dzietności rozwiązywany jest przez ulgę od podat-
ku z tytułu wychowywania dzieci. Ulga ta począwszy od jej wprowa-
dzenia ulega ciągłej modyfikacji. Celem artykułu jest statyczna anali-
za wpływu wprowadzanych zmian ulgi prorodzinnej na podstawowe 
charakterystyki systemu oraz jego sprawiedliwość. Analiza zostanie 
przeprowadzona w oparciu o rzeczywiste dane dotyczące przychodu 
podatników wspólnie rozliczających się w wybranym wrocławskim 
urzędzie skarbowym. 

2. Charakterystyka ulgi na dzieci  
w polskim systemie podatkowym 

Problem demograficzny w Polsce sprawił, że w roku 2008 rząd 
wprowadził nową ulgę podatkową – ulgę prorodzinną, która obowią-
zuje począwszy od rozliczeń podatkowych za rok 2007. Jest to najczę-
ściej wykorzystywana ulga. W Polsce w roku 2013 16,52% ogółu 
podatników było uprawnionych do ulgi z tytułu wychowywania dzie-
ci. W latach 2007–2012 ulga ta polegała na odliczeniu odpowiedniej 
kwoty na każde dziecko od podatku dochodowego po dokonaniu 
wcześniej odliczeń z tytułu składek na ubezpieczenie zdrowotne. Wy-
sokość ulgi dla poszczególnych typów rodzin w latach 2007–2012 
została zaprezentowana w tabeli 1. 

W ramach ulgi prorodzinnej w latach 2007–2012 podatnik miał 
prawo odliczyć ustaloną jednakową kwotę na każde dziecko, własne 
lub przysposobione, które wychowywał w ciągu roku podatkowego. 
Ulga dotyczy dzieci: małoletnich; dzieci, bez względu na ich wiek, 
które zgodnie z odrębnymi przepisami otrzymywały zasiłek pielęgna-
cyjny; dzieci do ukończenia 25 lat  uczące  się w szkołach. Jest to ulga 

http://ga-zetaprawna.pl/artykuly/707451,prorodzinna_propozycja_komorow-skiego_%20mozna_zlikwidowac_ulge_podatkowa_malzenstw.html
http://ga-zetaprawna.pl/artykuly/707451,prorodzinna_propozycja_komorow-skiego_%20mozna_zlikwidowac_ulge_podatkowa_malzenstw.html
http://ga-zetaprawna.pl/artykuly/707451,prorodzinna_propozycja_komorow-skiego_%20mozna_zlikwidowac_ulge_podatkowa_malzenstw.html
http://radio.opole.pl/2013/wrzesien/wiadomosci/bronislaw-komorowski-o-wsparciu-rodziny-wywiad-dla-radiaopole.html
http://radio.opole.pl/2013/wrzesien/wiadomosci/bronislaw-komorowski-o-wsparciu-rodziny-wywiad-dla-radiaopole.html
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Tabela 1. Wysokość ulgi prorodzinnej ze względu na liczbę dzieci w rodzinie 

Rok  
podatkowy 

Wysokość ulgi dla rodzin posiadających 

1 dziecko 2 dzieci 3 dzieci 4 dzieci 
2007 2 572,54 1145,08⋅ =  2 1145,08⋅  3 1145,08⋅  3 1145,08⋅  

2290,16 3,3435,24 4,580,32 
2008 2 586,85 1173,70⋅ =  2 1173,70⋅  3 1173,70⋅  4 1173,70⋅  

2347,40 3521,10 4694,80 
2009-2012 2 556,02 1112,04⋅ =  2 1112,04⋅  3 1112,04⋅  4 1112,04⋅  

2224,08 3336,12 4452,16 
2013 2 556,02 1112,04⋅ =  2 1112,04⋅  2224,08+1668,12 3892,20+2224,08 

2224,08 3892,20 6116,28 
Ulga przysługuje: 
rodzinom z 1 dzieckiem jeśli dochód współmałżonków jest nie wyższy  
niż 112 000 zł. 
rodzinom z 2 lub większą liczbą dzieci dochód jest bez znaczenia 

2014 2 556,02 1112,04⋅ =  2 1112,04⋅  2224,08+2000,04 4224,12+2700 
2224,08 4224,12 6924,12 

Ulga przysługuje: 
rodzinom z 1 dzieckiem jeśli dochód współmałżonków jest nie wyższy 
niż 112 000 zł. 
rodzinom z 2 lub większą liczbą dzieci i dochód jest bez znaczenia. 
Prawo do ubiegania się o zwrot niewykorzystanej ulgi. 

Źródło: opracowanie własne. 

 
rodzicielska, tzn. w przypadku, gdy dziecko wychowują oboje rodzice, 
mają do odliczenia jedną ulgę w wysokości kwoty wyżej wymienionej.  

Kwotę ulgi prorodzinnej odlicza się od naliczonego podatku, za-
tem jest to rozwiązanie bardzo korzystne dla podatnika. Końcowa 
kwota odliczenia zależna jest od liczby dzieci pozostających na 
utrzymaniu podatnika. Podatnik musiał mieć jednak odpowiednie do-
chody, aby z udogodnienia skorzystać. 

Rok 2013 zapoczątkował zmiany w uldze prorodzinnej. W wyniku 
nowelizacji przepisów ustawy o podatku dochodowym od osób fi-
zycznych od 2013 r. zasady korzystania z ulgi rodzinnej uległy istot-
nym zmianom. Rodzice, którzy wychowywali troje i więcej dzieci, 
uzyskali prawo do wyższej ulgi, natomiast dla rodziców, którzy wy-
chowywali jedno dziecko, prawo do ulgi zostało ograniczone, poprzez 
wprowadzenie limitu dochodów. Rodzice z jednym dzieckiem mogli 
skorzystać z ulgi prorodzinnej pod warunkiem, że ich łączne dochody 
nie przekroczyły w skali roku kwoty 112 000 zł. Takie samo ograni-
czenie dotyczyło również rodzica samotnie wychowującego dziecko. 
W przypadku osoby, która nie pozostawała w związku małżeńskim i 
nie wychowywała dziecka samotnie limit dochodów w roku podatko-
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wym wynosił 56 000 zł. Wysokość ulgi dla poszczególnych rodzin w 
roku 2013 została zawarta w tabeli 1. 

W roku 2014 ponownie została podwyższona kwota ulgi przysłu-
gująca na trzecie oraz kolejne wychowywane dzieci w rodzinie. Po-
nadto wprowadzono możliwość ubiegania się o zwrot niewykorzysta-
nej ulgi w przypadku, kiedy należny podatek jest niższy od kwoty 
ulgi. W latach wcześniejszych niewykorzystana ulga w danym roku 
ani nie przechodziła na kolejny rok, ani nie było możliwości jej wyko-
rzystania w przypadku, kiedy podatek należny był niższy od przysłu-
gującej ulgi. 

Zmiany wprowadzone w systemie podatkowym obowiązujące od 
2014 roku są bardzo korzystne dla rodzin wychowujących dzieci, 
zwłaszcza rodzin wielodzietnych  

3. Opis danych  

Głównym celem artykułu jest analiza wpływu zmian w ustawie po-
datkowej dotyczących ulgi na dzieci na dochody budżetu państwa  
z podatku PIT oraz podstawowe charakterystyki systemu podatkowe-
go. Badania zostały przeprowadzone na rzeczywistych danych doty-
czących wynagrodzenia brutto podatników rozliczających się wspól-
nie poprzez formularz PIT 37 w jednym z wrocławskich urzędów 
skarbowych. Do rzeczywistych danych zostały zastosowane 3 scena-
riusze podatku dochodowego. Każdy scenariusz oparty był na progach 
i składkach na ubezpieczenie społeczne obowiązujących w rozlicze-
niach podatkowych za rok 2014. Różnice pomiędzy scenariuszami 
polegały na zastosowaniu trzech różniących się ulg na dzieci obowią-
zujących w latach: 2012, 2013 oraz 2014. 

Badana populacja obejmowała 17 165 zeznań wspólnie rozliczają-
cych się małżonków, czyli 34 330 podatników. Struktura małżonków 
rozliczających się wspólnie ze względu na liczbę dzieci uwzględnio-
nych w uldze podatkowej została zaprezentowana w tabeli 2. 

W prowadzonych badaniach liczba dzieci oznacza liczbę dzieci, na 
które przysługuje podatnikom ulga z tytułu ich wychowywania. Tak 
zdefiniowaną rodzinę będziemy nazywać rodziną podatkową. Nie 
oznacza to, że analizowane małżeństwa nie posiadają większej liczby 
dzieci, ale informacja ta jest bez znaczenia dla wyników prowadzonej 
analizy. 

W badanej próbie prawie 46% badanych podatników przysługiwa-
ła ulga z tytułu wychowywania dzieci.  Dominują  jednak rodziny wy- 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 

STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

166 Edyta Mazurek 

Tabela 2. Struktura podatników wspólnie rozliczających się ze względu na liczbę dzieci 

Liczba dzieci Liczba małżeństw Odsetek 
   

0 9324 54,32 

1 4862 
4098 (z prawem do ulgi w 2013 i 2014 r.) 28,32 

2 2597 15,13 
3 332 1,93 
4 41 0,24 
5 8 0,05 

10 1 0,01 
Razem 17165 100 % 

Źródło: opracowanie własne na podstawie danych z urzędu skarbowego. 
 

chowujące tylko 1 dziecko. Stanowią one ponad 28% badanej próby. 
15,13% badanych rodzin wychowuje 2 dzieci i zaledwie 2,23%  
to podatkowe rodziny wielodzietne, wychowujące troje lub więcej 
dzieci. 

W Polsce w 2013 r. z możliwości łącznego opodatkowania docho-
dów małżonków skorzystało 9 583 362 podatników. Badana próba 
stanowi zatem 0,36% populacji generalnej. Struktura korzystających z 
ulgi w populacji jest podobna do struktury w naszej próbie. W 2013 r. 
w Polsce 4 024 017 podatników skorzystało z ulgi z tytułu wychowa-
nia dzieci, co stanowiło 42% ogółu podatników rozliczających się 
wspólnie. 

Na początek porównanie ulg na dzieci dokonane zostało poprzez 
ocenę ustalonych scenariuszy pod względem wpływów do budżetu 
państwa z podatku PIT. Tabela 3 prezentuje straty budżetu z podatku 
analizowanej próby z tytułu zastosowania ulgi prorodzinnej. 

Tabela 3. Struktura podatników wspólnie rozliczających się ze względu na liczbę dzieci 

Wybrane charakterystyki Rok podatkowy 
2012 2013 2014 

Efektywna stopa podatkowa bez ulgi prorodzinnej (%) 12,85 12,85 12,85 
Efektywna stopa podatkowa z ulgą prorodzinnej (%) 11,68 11,65 11,64 
Strat w podatku na skutek wykorzystania ulgi na dzieci (%) 7,22 7,01 7,26 

Źródło: opracowanie własne na podstawie danych z Urzędu Skarbowego 
 
W roku 2013 po raz pierwszy został wprowadzony limit przycho-

dów, po przekroczeniu którego rodziny podatkowe wychowujące jed-
no dziecko tracą prawo do ulgi z tytułu wychowywania dziecka. Stąd 
do ulgi na dzieci w roku 2012 było uprawnionych 34 330 podatników, 
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natomiast w roku 2013 – 32 802 podatników. Mimo zmniejszenia 
liczby uprawnionych, zmiana w uldze na dzieci powodowała obniże-
nie efektywnej stopy podatkowej o 0,03 punktu procentowego w po-
równaniu z rokiem poprzednim. Kolejne zmiany podwyższające kwo-
tę ulgi na trzecie i kolejnego dziecko w roku 2014 ponownie obniżyły 
efektywną stopę podatkową o kolejną 0,01 punktu procentowego. Są 
to znaczne kwoty, biorąc pod uwagę, że całkowite wpływy budżetowe 
w roku 2014 z podatku dochodowego od osób fizycznych wynosiły 
78 127 386 zł [http://finanse.mf.gov.pl]. Strata w podatku na skutek 
wykorzystania ulgi na dzieci zaprezentowana w tabeli 3 mierzona jest 
jako procent podatku wyliczonego bez wykorzystywania ulgi proro-
dzinnej. Największe obniżenie podatku o 7,26% ulga prorodzinna 
spowodowała w 2014 r., kiedy to została wprowadzona możliwość 
wykorzystania całej kwoty ulgi. W kolejnym punkcie zostanie doko-
nana analiza konsekwencji zmian w uldze prorodzinnej w odniesieniu 
do podstawowych charakterystyk systemu podatkowego. 

4. Metodologia pomiaru oceny ulgi podatkowej 

Wprowadzane w uldze na wychowywane dzieci zmiany mają wpływ 
również na progresywność sytemu podatkowego, poziom redystrybu-
cji dochodów dokonywany poprzez system podatkowy oraz sprawie-
dliwość podatkową. W tym celu do porównania ulg prorodzinnych 
wykorzystano: wskaźnik progresywności Kakwaniego, współczynnik 
redystrybucji oraz wskaźnik Atkinsona-Plotnicka, a także sprawiedli-
wość podatkową definiowaną poprzez postulaty dla sprawiedliwego 
podatku wprowadzone przez Kakwniaego i Lamberta [Kakwani, 
Lambert 1998]. Analiza została przeprowadzona dla całej próby oraz 
w podziale na jednorodne grupy ze względu na liczbę pozostających 
na utrzymaniu dzieci. 

Niech nxxx ,,, 21   oznaczają dochody przed opodatkowaniem (X) 
dla n podatników płacących podatek w wysokości odpowiednio 

nttt ,,, 21  , przy czym płacony podatek (T) jest funkcją dochodu, co 
ogólnie można zapisać jako ( )xt , tzn. ( )1 1 ,  t t x=  ( )2 2 , ,t t x= 

( ) n nt t x= . Wówczas przez  iii txy −=  oznaczać będziemy docho-

dy po opodatkowaniu (Y) oraz przez 
i

i
i x

ta =  – stopę podatku dla  

i-tego podatnika (A). Współczynnik Giniego dla dochodu przed opo-

http://finanse.mf.gov.pl/
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datkowaniem, po opodatkowaniu, oraz podatku i stopy podatku ozna-
czać będziemy ATYX GGGG ,,, odpowiednio, natomiast współczynniki 
koncentracji oparte na krzywej Lorenza przez: ATY DDD ,, . 

4.1. Wskaźnik progresywności Kakwaniego 

Wskaźnik progresywności Kakwaniego [1977] definiowany jest jako 
różnica współczynnika koncentracji dla podatku i współczynnika Gi-
niego dla dochodu brutto: 

 .K
T XD GΠ = −  (1) 

Wartość tego współczynnika należą do przedziału 
[ 1 ,1 ]K

X XG GΠ ∈ − − − . Dodatnie wartości współczynnika 0KΠ >
oznaczają progresywny system podatkowy. Dla systemu proporcjo-
nalnego otrzymujemy: 0KΠ = . Natomiast ujemne wartości współ-
czynnika opisują regresywny system podatkowy 0<ΠK . Wartości 
współczynnika KΠ  można interpretować jako procent całkowitych 
obciążeń podatkowych, jakie zostały przeniesione z gorzej zarabiają-
cych na lepiej zarabiających na skutek progresji systemu podatkowego. 

4.2. Współczynnik redystrybucji 

Współczynnik redystrybucji RE definiowany jest w następujący sposób:  

 ,X YRE G G= −  (2) 

gdzie XG  jest współczynnikiem Giniego dla rozkładu dochodów 
przed opodatkowaniem, natomiast YG  oznacza współczynnik Giniego 
dla rozkładu dochodów po opodatkowaniu. 

Współczynnik Giniego jest redukowany poprzez niewielkie trans-
fery dochodów od jednostek najbogatszych do najbiedniejszych. Po-
nadto współczynnik Giniego nie jest wrażliwy na wielkość dochodów 
jednostek, pomiędzy którymi następuje transfer, natomiast jest czuły 
na różnicę rang jednostek, pomiędzy którymi następuje transfer. Włas- 
ność ta pozwala wykorzystać współczynnik Giniego jako miarę  
wyrównywania nierówności w społeczeństwie na skutek progresyw-
nego opodatkowania dochodów. Zważywszy na wspomniany fakt,  
że współczynnik Giniego mierzy nierówność dochodów na skutek 
progresywnego opodatkowania w odniesieniu do proporcjonalnego 
opodatkowania tych samych dochodów, współczynnik RE jest miarą 
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efektu redystrybucji progresywnego opodatkowania przeciwko pro-
porcjonalnemu opodatkowaniu. Ocenia, w jakim stopniu relatywnie 
równy dochód po proporcjonalnym opodatkowaniu jest redystrybuo-
wany od bogatych do biednych na skutek progresywnego opodatko-
wania.  

4.3. Wskaźnik Atkinsona-Plotnicka 

Skutkiem zbyt dużej progresji systemu podatkowego może być wy-
stąpienie niesprawiedliwości opodatkowania polegającej na zmianie 
pozycji podatników ze względu na zamożność przed i po opodatko-
waniu. Do pomiaru zmiany uporządkowania podatników można za-
stosować następującą miarę Atkinsona–Plotnicka [Atkinson 1980; 
Plotnick 1981]: 
 .AP

Y YR G D= −  (3) 

Współczynnik Atkinsona–Plotnicka przyjmuje wartości z przedzia-
łu [0,  2 ]YG . Jeżeli każdy podatnik zajmujący pozycję r w rankingu ze 
względu na dochód przed opodatkowaniem zachowa tę pozycję po 
opodatkowaniu, to wówczas współczynnik APR  przyjmie wartość 
zero. Im progresywność systemu powoduje więcej przeszeregowań w 
rankingu podatników ze względu na dochód przed i po opodatkowa-
niu, tym większą wartość przyjmuje współczynnik APR . 

4.4. Sprawiedliwość podatkowa 

Wpływ zmian dotyczących ulgi prorodzinnej w polskim systemie  
podatkowym na sprawiedliwość opodatkowania zostanie oceniony  
w kontekście trzech postulatów sprawiedliwości sformułowanych 
przez Kakwaniego i Lamberta [Kakwani, Lambert 1998]. Naruszenie 
przez system podatkowy chociaż jednego z postulatów sprawiedliwo-
ści czyni system niesprawiedliwym. System sprawiedliwy powinien 
spełniać wszystkie trzy poniżej sformułowane zasady sprawiedliwości. 

Postulat 1 – zasada minimalnej progresji [Kakwani, Lambert 
1998] postuluje, aby płacony podatek wzrastał monotonicznie wzglę-
dem możliwości płatniczej. Oznacza to, że osoby osiągające większy 
dochód nie powinny płacić niższego podatku, co formalnie można 
zapisać w następujący sposób: 

jeżeli  i jx x≥  to  i jt t≥ . (4) 
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Występujące w powyższej implikacji słabe nierówności pozawala-
ją sprawiedliwość poziomą traktować jako szczególny przypadek za-
sady minimalnej progresji. 

Postulat 2 – zasada progresji postuluje, aby bogatsi podatnicy 
płacili nie tylko wyższy podatek, lecz aby oddawali większą część 
swoich dochodów, i definiuje się ją w następujący sposób: 

 jeżeli jijiji aattxx ≥≥≥     to  oraz  . (5) 

Naruszenie zasady minimalnej progresji automatycznie narusza 
drugą zasadę progresji. Ponadto słabe nierówności w powyższej im-
plikacji oznaczają, że podatek proporcjonalny jest sprawiedliwy we-
dług prezentowanych zasad sprawiedliwości.  

Jeśli system podatkowy narusza zasady pierwszą i drugą, to zna-
czy, że system jest regresywny, czyli im wyższy dochód osiąga podat-
nik, tym niższy podatek dochodowy płaci. 

Postulat 3 – zasada zachowania kolejności postuluje, aby system 
spełniający zasadę pierwszą i drugą dodatkowo nie powodował zmia-
ny pozycji w rankingu podatników ze względu na osiągane dochody 
brutto. Oznacza to, że jeśli dany podatnik był w lepszej sytuacji (to 
znaczy osiągnął większy dochód brutto) względem innego podatnika 
przed opodatkowaniem, to pozostaje on również w lepszej sytuacji po 
opodatkowaniu, czyli również wyższe są jego dochody netto. Zasadę 
trzecią można zapisać w następujący sposób: 

 jeżeli jjiijjiji txtxaattxx −≥−≥≥≥     to  oraz    ;  i . (6) 

Postulat trzeci identyfikowany jest ze sprawiedliwością polegającą 
na zachowaniu pozycji podatników ze względu na dochód przed i po 
opodatkowaniu.  

Podatek jest sprawiedliwy, jeśli spełnia wszystkie trzy postulaty 
sprawiedliwości. Naruszenie chociaż jednego postulatu klasyfikuje 
system podatkowy jako niesprawiedliwy. 

Opierając się na 3 postulatach sprawiedliwego systemu podatko-
wego PIT zdefiniowanych relacjami (4)–(6), można ocenić sprawie-
dliwość systemu podatkowego oraz oszacować, jaką stratę w redy-
strybucji dochodu powoduje naruszenie poszczególnych postulatów 
sprawiedliwości. W tym celu należy skorzystać z następującej de-
kompozycji wskaźnika redystrybucji: 

 1 2 3RE V S S S= − − − , (7) 
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gdzie 1S , 2S  oraz 3S  szacują stratę w redystrybucji na skutek naru-
szenia odpowiednio postulatu 1, 2 oraz 3 sprawiedliwego opodatko-
wania, V szacuje potencjalny poziom redystrybucji, który byłyby moż-
liwy do osiągnięcia, gdyby system podatkowy nie naruszał postulatów 
sprawiedliwego opodatkowania. 1S , 2S  oraz 3S  oblicza się z poniż-
szych wzorów: 

 
( )

( )1
1

1

n

i
i

T Tn

i i
i
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x t

=

=

= ⋅ −
−
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∑

∑
1 , (9) 

 3 Y YS G D= − , (10) 

gdzie Ε1  jest funkcją charakterystyczną zbioru Ε  skupiającego 
wszystkich podatników, dla których postulat 1 jest spełniony.  

5. Wyniki przeprowadzonej analizy 

Kolejne zmiany w ustawie podatkowej związane z ulgą przysługującą 
z tytułu wychowywania dzieci korzystnie zmieniały charakterystyki 
systemu podatkowego. Z roku na rok w coraz większym stopniu na-
stępowało niwelowanie rozwarstwienia społeczeństwa (por. tabela 4). 

Tabela 4. Wybrane charakterystyki systemu podatkowego w zależności od obwiązującej 
ulgi na dzieci 

Rok obowiązującej 
ulgi na dzieci 

KΠ  RE  APR  

 (%) 
2012 2,99 1,49 1,51 
2013 3,06 1,53 1,55 
2014 3,19 1,59 1,62 

Źródło: opracowanie własne na podstawie przyjętych scenariuszy obowiązującej ulgi na 
dzieci. 
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Nierówności w rozkładzie dochodów zostały obniżone o 1,49% 
przy uldze na dzieci obowiązującej w 2012 r. natomiast zmiany ulgi 
wprowadzone w 2014 r. zredukowały nierówności dochodowe w spo-
łeczeństwie o 1,59%. Wskaźnik progresywności Kakwaniego również 
świadczy o korzystnym wpływie modyfikacji ulgi na progresję syste-
mu podatkowego. Wartość wskaźnika KΠ  oznacza, że na skutek mo-
dyfikacji ulgi coraz większy procent całkowitych obciążeń podatko-
wych został przeniesiony z gorzej zarabiających podatników na tych 
lepiej zarabiających. Jednak wzrost progresji spowodował wzrost 
wskaźnika Atkinsona–Plotnicka informującego o poziomie niespra-
wiedliwości podatkowej spowodowanej przeszeregowaniem kolejno-
ści podatników ze względu na dochód przed i po opodatkowaniu.  

Straty w redystrybucji dochodów na skutek niezachowania postu-
latów sprawiedliwości opisanych wzorami (4)-(6) prezentuje tabela 5. 

Tabela 5. Straty w redystrybucji na skutek naruszenia postulatów sprawiedliwości  
systemu podatkowego  

Rok podatkowy Strata z powodu naruszenia suma 
postulatu 1 postulatu 2 postulatu 3 

2012 0,00041 0,00351 0,00023 0,0042 
2013 0,00045 0,00361 0,00026 0,0043 
2014 0,00050 0,00372 0,00029 0,0045 

Źródło: opracowanie własne na podstawie przyjętych scenariuszy obowiązującej ulgi na 
dzieci. 

 
Z roku na rok wprowadzane zmiany w uldze prorodzinnej zwięk-

szały poziom niesprawiedliwości podatku dochodowego PIT. Naj-
większe straty w redystrybucji z powodu naruszenia postulatów spra-
wiedliwego opodatkowania obserwujemy w roku 2014. Oznacza to, że 
bez zmiany systemu podatkowego, eliminując z niego niesprawiedli-
wości spowodowane naruszeniem postulatów: minimalnej progresji, 
progresji oraz zachowania kolejności, można zwiększyć poziom redy-
strybucji od 0,42 punktu procentowego w roku 2012 do 0,45 – w roku 
2014. Obowiązująca ulga prorodzinna w każdym roku powodowała 
straty w wyrównywaniu rozwarstwienia społeczeństwa przede 
wszystkim na skutek niezachowania postulatu 2. 

Tabela 6 zawiera podstawowe charakterystyki podatku dla pod-
zbioru badanej próby obejmującego tylko rodziny wykorzystujące 
ulgę rodzinną z tytułu wychowywania troje lub więcej dzieci.  

System podatkowy z obowiązującą ulgą prorodzinną w latach 
2012–2014  jest  system  sprawiedliwym  dla  rodzin  wielodzietnych. 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 
STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

 

 

 

  

 

Konsekwencje zmian ulgi prorodzinnej w polskim systemie podatkowym 173 

Tabela 6. Straty w redystrybucji na skutek naruszenia postulatów sprawiedliwości  
systemu podatkowego wśród rodzin wielodzietnych. 

Rok podatkowy 
Strata z powodu naruszenia 

suma 
RE 

postulatu 1 postulatu 2 postulatu 3 (%) 
2012 0,00001 0,00011 0,00001 0,0001 2,67 
2013 0,00001 0,00009 0,00001 0,0001 2,82 
2014 0,00001 0,00008 0,00001 0,0001 3,59 

Źródło: opracowanie własne na podstawie przyjętych scenariuszy obowiązującej ulgi na 
dzieci. 

 
Zaobserwowano, że straty w poziomie likwidacji rozwarstwienia spo-
łeczeństwa dla rodzin wielodzietnych z tytułu naruszania postulatów 
sprawiedliwości są bardzo niewielkie, sięgają 0,01 punktu procento-
wego. Natomiast sam poziom redystrybucji, likwidacji rozwarstwienia 
dla rodzin wielodzietnych jest prawie dwukrotnie większy w po- 
równaniu z poziomem redystrybucji osiąganym dla całej próby.  
W 2012 r. na skutek obowiązującego systemu podatkowego i ulgi 
prorodzinnej obniżony został poziom nierówności w rozkładzie do-
chodów o 2,67%. W kolejnych latach następowało jeszcze większe 
wyrównanie, które w roku 2014 osiągnęło poziom 5,39%. 

6. Podsumowanie 

Wprowadzone w 2013 r. ograniczenie przychodu, powyżej którego 
podatnicy wychowujący jedno dziecko tracą prawo do ulgi, pozbawiło 
prawa do ulgi na dzieci 15,7% badanych małżeństw wychowujących 
jedno dziecko. Zmiany te w porównaniu z rokiem poprzednim nie-
znacznie zmniejszały wpływy do budżetu państwa, mimo zwiększenia 
kwoty ulgi na wychowywane trzecie i kolejne dziecko. Po zmianach 
w 2013 r. wpływy do budżetu spadły z poziomu 7,22% podatku nali-
czonego bez ulgi w roku 2012 do 7,01%. Przy uldze obowiązującej  
w roku 2014, kiedy to oprócz możliwości zwrotu niewykorzystanej 
ulgi z powodu niskiego naliczonego podatku jednocześnie uległa 
zwiększeniu kwota ulgi przysługująca na trzecie i kolejne dziecko, 
wpływy do budżetu państwa są niższe o 7,26% podatku naliczonego 
bez ulgi. Modyfikacje ulgi podatkowej na dzieci korzystnie wpływały 
na likwidacje rozwarstwienia dochodowego społeczeństwa oraz pro-
gresję systemu podatkowego. Wprowadzone zmiany w 2014 r. obni-
żyły nierówności dochodowe o 1,59%. Jednak zwiększenie progresji 
spowodowało wystąpienie większego poziomu niesprawiedliwości 
opodatkowania polegającej na zmianie rankingu podatników ze 
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względu na zamożność przed i po opodatkowaniu. Wprowadzane 
zmiany niekorzystnie jednak wpływały na sprawiedliwość podatku 
PIT. Z roku na rok zmiany w uldze prorodzinnej zwiększały poziom 
niesprawiedliwości podatku dochodowego. Największe straty w redy-
strybucji z powodu naruszenia postulatów sprawiedliwego opodatko-
wania można zaobserwować w roku 2014. Obowiązująca ulga proro-
dzinna w każdym roku powodowała straty w wyrównywaniu rozwar-
stwienia społeczeństwa przede wszystkim na skutek niezachowania 
zasady progresji, czyli płacenia wyższego nie tylko kwotowo, lecz 
także procentowo podatku przez lepiej sytuowanych podatników. Obo- 
wiązujący obecnie system podatkowy wraz z ulgą prorodzinną  
z każdego rozpatrywanego okresu okazał się sprawiedliwy dla rodzin 
wielodzietnych. Dla tej podgrupy podatników następowało też znacz-
nie większe wyrównanie rozwarstwienia dochodowego. 
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EFFECTS OF CHANGES IN THE PRO-FAMILY TAX RELIEF  
IN THE POLISH TAX SYSTEM 

Summary: Since 2007 a child tax credit, used by almost 17% of taxpayers, has been in 
effect in the Polish tax system. It is one of the applicable tax reliefs with the greatest 
financial impact. It unquestionably represents a considerable aid to families with several 
children, which is of great importance taking account of the demographic problem faced 
by Poland. Starting from 2012 the child tax credit has been successively modified. The 
main purpose of the article is the statistical analysis of the consequences of changes intro-
duced to the child tax credit such as the state budget revenue from personal income tax 
and the progressivity of the tax system, the level of income redistribution, and the tax 
fairness. 

Keywords: personal income tax, statutory tax rate, child tax credit, the progressivity 
index, tax fairness. 
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1. Short biography 

Professor Doctor habilitatus h.c.h.c. Z.H. Hellwig was born on  
26 May 1925 in the small town of Dokszyce, not far from Wilno. Both 
of his parents were teachers. His father, Henry Hellwig, taught 
German and his mother taught Mathematics. Prof. Z. Hellwig was 
educated at King Zygmunt August Gimnazjum in Wilno. However his 
secondary school graduation certificate (’matura’ in Polish) he only 
obtained after the Second World War in Wrocław, in 1947. In the 
same year he enrolledin the Wyższa Szkoła Ekonomiczna (University 
of Economics) in Wrocław, from which he graduated in 1950 with a 
Bachelor’s Degree.  

In 1952 he received his Master’s Degree (‘magister’ in Polish) in 
Theory of Statistics at The Principal School of Planning and Statistics 
(SGPiS ) in Warsaw. 
 

 
Bachelor and Master degreecertificates 

 
Whilsta student of the second year in the Higher Commercial 

School (Wyższa Szkoła Handlowa in Polish), he started to work at this 
school as a junior assistant. 
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On the basis of the paper “Linear regression and its applications in 
economics”, he defended in 1958 his Ph.D. degree in Economic 
Sciences (officially the name of this degree was Kandydat Nauk 
Ekonomicznych, that is Candidate of Economic Sciences). 

In 1967 he became Professor of Economics, and in 1972 he was 
nominated as (full) Professor in Economics.  

In 1962 Prof. Z. Hellwig was nominated as Head of Department of 
Statistics and held this post until 1995, the year when he retired. 
Although Professor Hellwig retired from his chair, he continued to 
work quite regularly in his office. In 2005 the first conference on 
actuarial statistics was organized in Poland, dedicated to Professor 
Hellwig on the occasion of his 80th birthday. This conference was 
attended by practically all the prominent Polish statisticians.  

Many ideas, concepts and methods bear the name of Hellwig. The 
most famous of them are listed below.  

1. Information capacity or the information measure conveyed by a 
set of economic variables (in Polish: pojemność informacyjna), 
published in 1968. 

The information measure conveyed by the m-element subsets  
{

1 2
, ,...,

mk k kX X X } of the set of potential variables 1 2{ , ,..., }nX X X  has 
been defined by the following formula (instantly recognizable by any 
Polish statistician): 

2

1

1

( , ,)
| |

i

i j

m
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m
i

k k
j

r
H m k

r=

=

= ∑
∑

, 

where 1 2( , ,..., ),= mk k k k and 
i jk kr  is the correlation coefficient be-tween 

ikX  and 
jkX ,

ikr  is the correlation coefficient between Y and 
ikX . 

2. Index of stochastic dependence (published in 1969) 

The other significant Hellwig’s achievement is the measure of 
stochastic dependence. For the case of two dimensional random vector 
( , )X Y  this measure has been defined as follows: 

1/2
1 2(1 min[ ( , ), ( ) ( )] )d f x y f x f y dxdy

∞ ∞

−∞ −∞

= − ⋅∫ ∫ . 
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For the discrete case this measure has been defined by the 
following formula: 

1/2

1 1
1

1 min( , )

1 (min( , ))

r s

ij i j
i j

p p q
d

r s
= =

−

 − 
 =

− 
 
 

∑∑
. 

Both of them were further investigated in a number of papers by many 
scholars. 

3. Distance random variable 

In 1967 Z. Hellwig introduced a new statistical concept, namely the 
concept of distance variable. It has been defined as follows. 

Let 0 0 0 0 1 1 1 1
1 2 1 2( , ,..., ),  ( , ,..., ),...,n nX X X X X X X X= = mX =

1 2( , ,..., }m m m
mX X X  

be a simple random sample from the distribution given by 
1cdf F( ,..., )nx x  or by the density function ).,...,( 1 nxxf The distance 

random variable, demoted by symbol nmC , , is defined as follows: 

, 1 2min( , ,..., ),=m n mC Y Y Y  

where 
1/2

0 2

1
( )

n
j

j i i
i

Y X X
=

 
= − 
 
∑   j = 1,2,…, m. 

Intuitively, variable nmC ,  means the shortest distance between a 
random vector 0X  and a set of random vectors 1 2,  ,..., mX X X . 

The general expression for the cumulative distribution function 
was established by Bolesław Kopociński (the well-known Polish 
mathematician). His formula is the following: 

, 1 2( ) 1 (1 ( , ,..., , )) ,... .= − −∫ nm n

m
C n nR

F c V x x x c dx dx  

Where 1 1 1 2 2 1( ... , ) ( , ,..., ) ...n n n nA
V x x c f x u x u x u du du= + + +∫  

with 
2 2 2

1 1 2{( ..., ) | ... }.n nA u u u u u c= + + + <  
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The limit distribution, when m →∞ , is the following: 
( )

1 2 1( ) 1 ( , ,..., ) ...n
nn

K c
C n nR

F c e f x x x dx dx−= − ∫ , 
/2( ) / ( / 2 1).n n

nK c c n= Π Γ +  

Ginter Trybuś (1941-2013), one of Hellwig’s first disciples, 
thoroughly investigated the theoretical and practical problems related 
to the distance variable. He devoted a whole monograph tothe 
investigation of the explicit formulae of the distributions of distance 
variable calculated for sample droving from a number of populations. 

4. Index of socio-economic development 

Suppose there is given observation vector 1 2( , ,..., )i i i inx x x x=  which 
contains the values of n features characterising the evaluated countries 
with respect to their level of socio-economic development. There is 
given the reference vector 0 01 01 0( , ,..., )nx x x x=  which has been called 
“the pattern of economic development”, characterizing an ideal 
country. The level of development of each country is calculated 
according to the following formula: 

1 ,i
i

o

cd
c

= −     i = 1,2,…, N, 

where N is the number of countries evaluated with respect to their 
status of development, and the quantities ic  and oc  are defined as 
follows: 
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For illustration, here is an excerpt from Hellwig’s work, A method for 
the selection of a “compact” set of varaiables published in Social 
indicators: problems of definition and of selection, Reports and papers 
in the social sciences, No. 30, UNESCO, 1974. 
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5. Visionary activities 

Professor Hellwig had an unusual prophetic abilities. When only a few 
people in Poland were 
seriously thinking about the 
future of an electronic brain , 
Professor Hellwig organi-
zed an educational and 
study centre for computer 
programming and data pro-
cessing. Under his leadership 
there were published for the 
first time in Poland a series 
of textbooks on programming languages, scientific computations 
using a com-puter machine. When Poland was undergoing the change 
of political system, Z. Hellwig proposed to 
organize the Lower Silesian Business 
School for the study and teaching of 
financial mathematics and actuarial 
statistics. Remembering this initiative, there 
was organized in 2000,for the first time in 
Poland, Actuarial Conference commemora-
ting Hellwig’s 80th birthday. In spite of 
some stumbling blocks, practically all of the most prominent Polish 
statisticians and mathematicians took part in this conference.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
advertisement of Lower Silesia Business School 
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Streszczenie: Niniejszy artykuł stanowi wersję publikacyjną trzech referatów o tzw. 
zrównoważonym rozwoju. Pierwszy referat był wygłoszony w grudniu 2013 r. w Biało-
wieży na konferencji organizowanej wspólnie przez Urząd Statystyczny w Białymstoku 
oraz Uniwersytet w Białymstoku. Drugi referat był wygłoszony w 2014 r. na konferencji 
zorganizowanej przez Katedrę Statystki Uniwersytetu Ekonomicznego we Wrocławiu. 
Trzeci referat został wygłoszony w ramach akcji edukacyjnej prowadzonej przez PTS 
Oddział we Wrocławiu, również w 2014 r. Celem wszystkich referatów było wyjaśnienie 
znaczenia angielskiego terminu sustainable development, dokonanie przeglądu podsta-
wowej literatury i jej krytyczne omówienie. Artykuł niniejszy ma taki sam cel. Wydawać 
by się mogło dziwne, że po upływie blisko 20 lat od kiedy wyrażenie „zrównoważony 
rozwój” pojawiło się w literaturze polskiej, zarówno w naukowej, jak i publicystycznej, 
propagandowej, politycznej itp. odważyłem się wystąpić z twierdzeniem, że pojęcie to 
wymaga wyjaśnienia. Niestety jest to prawda, którą poświadczają fragmenty publikacji 
przytoczone w ostatnim paragrafie tego artykułu. W spisie literatury wymienione są też 
prace godne polecenia jako lektura obowiązkowa, nie omawiam ich ze względu na ogra-
niczone ramy artykułu.  

Słowa kluczowe: trwały rozwój, zachowanie planety, krytyka słownictwa, polskie publi-
kacje.  

1. Sustainability, czyli Пусть всегда будет солнце 

Prawdopodobnie nikt nie jest w stanie, przynajmniej na obecnym eta-
pie, wyjaśnić przyczyny fenomenu niezwykłej popularności wyraże-
nia „zrównoważony rozwój” w piśmiennictwie polskim. Cały naród, 
niemal jednym głosem, wyraża zatroskanie zrównoważonym rozwo-
jem, na uczelniach powstają Centra Doskonałości zrównoważonego 
rozwoju, organizowane są Kongresy Obywatelskie, nie wymieniając 
„zwykłych” seminariów, konferencji czy nawet Festiwali zrównowa-
żonego rozwoju. Nie ma znaczenia, że nie wiadomo, co z czym ma 
być równoważone, kto ma równoważyć, ani też czego rozwój ma do-
tyczyć. Ważne żeby nauczenie było zrównoważone, żeby firmy były 
zrównoważone, żeby konsumpcja była zrównoważona, żeby człowiek 
był zrównoważony. Korporacje, które jeszcze do niedawna żonglowa-
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ły użytecznym dla nich określeniem „społeczna odpowiedzialność 
korporacji”, teraz uzupełniają je „zrównoważeniem”. „Odpowiedzial-
ność” jest terminem klarownym, można ją egzekwować, a przynajm-
niej wiadomo za co jest się odpowiedzialnym, i przed kim. „Zrówo-
ważoność” nie wiadomo co oznacza, ale ponieważ jest to termin w 
jakimś sensie ważny, lubiany i popularny, to bezpieczniej jest dekla-
rować zrównoważoność niż odpowiedzialność. Zamiast oznajmiać, że 
korporacja jest odpowiedzialna, lepiej reklamować to, że korporacja 
jest zrównoważona, i jej biznes jest zrównoważony. Pisarstwo na te-
mat zrównoważenia rozwija się, ale jak dotychczas, nie jest ono wcale 
zrównoważone. Tak, zupełnie na zdrowy rozsądek, pojęcie rozwoju 
musi zawierać element czasu. Jeżeli coś w chwili obecnej kształtuje 
się na określonym poziomie, a w kolejnych momentach czasowych to 
coś kształtuje się na takim samym lub wyższym poziomie, to mówi się 
o jego rozwoju. Jeżeli wyrażenie „zrównoważony rozwój” nie miało-
by być oksymoronem, to trzeba by pewnie wskazać coś innego wyka-
zującego regres, z którym progres by się równoważył.  

W Przedmowie do polskiego wydania książki H. Rogalla [2010,  
s. 19] Poskrobko pisze: 
„Pojawiają się więc różne nurty ekonomii heterodoksyjnej. Jednym z 
nich jest ekonomia zrównoważonego rozwoju. Podstawą tej nauki jest 
idea sustainable development różnie rozumiana przez polskich auto-
rów – jako ekorozwój, rozwój zrównoważony, trwały, suspensywny, 
rozwój trwały i zrównoważony. Komitet Prognoz Polskiej Akademii 
Nauk podjął nawet uchwałę, że w wydawanym pod jego auspicjami 
czasopiśmie naukowym «Przyszłość» można używać tylko pojęcia 
«rozwój trwały». Dziwi stanowisko tak szacownego gremium”. 

Dziwne jest raczej to zdziwienie znanego eksperta w dziedzinie 
ekonomiki ochrony środowiska. „Trwanie” albowiem jest najbliższym 
odpowiednikiem angielskiego rzeczownika sustainability. Wyrażenie 
sustainable development oznacza „rozwój trwający, rozwój utrzymu-
jący się” lub tak jak proponuje PAN „rozwój trwały”. Ani niemiecki 
wyraz, ani angielski nie mają żadnego związku z ważeniem czy rów-
noważeniem czegokolwiek. Popularna niegdyś piosenka jest najlep-
szym poetyckim określeniem znaczenia terminu sustainability. Nie-
chaj zawsze świeci słońce, niechaj zawsze rosną drzewa, niechaj zaw-
sze wystarczy każdemu chleba pachnącego chlebem. Niechaj zawsze 
będzie Matka Ziemia, ta najpiękniejsza planeta wszechświata, błękitna 
perła kosmosu, nasza oaza kosmiczna, na wszystkich jej kontynentach 
i oceanach złączeni jak flora i fauna stanowimy jeden ród na wspólnej 
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Ziemi. Jesteśmy istotami ludzkimi, a Ziemia jest naszym domem. Ta-
ka jest treść Hymnu do Matki Ziemi, ustanowionego w 1970 r. i każ-
dego roku, w dniu Święta Ziemi tzn. 22 kwietnia, śpiewanego w bli-
sko 200 krajach świata. Hymn ten nie został, jak na razie, przetłuma-
czony na język polski. Zakończmy więc ten paragraf zwrotką tłuma-
czenia czeskiego, także dobrze oddającą sens sustainability: jako 
zvířata a květiny, jsme jeden lidský rod na společné Zemi. 

2. Przyczyny zainteresowania i zamieszania  

Głównym bodźcem zainteresowania trwałością ekosystemu jest 
uświadomienie sobie, że „obietnica nieograniczonego postępu – 
obietnica panowania nad przyrodą, materialnego dostatku, najwięk-
szego szczęścia dla jak największej liczby osób i nieskrępowanej wol-
ności osobistej” nie tylko okazała się złudzeniem, lecz także samo 
istnienie ludzkiej rasy jest zagrożone (por. [Fromm 1999]). Podobną 
opinię znajdujemy też w Raporcie Brundlnady: „lata sześćdziesiąte 
były okresem optymizmu i postępu, były czasem nadziei na bardziej 
sprawiedliwy nowy świat i na postępowe idee międzynarodowe… 
Lata siedemdziesiąte oznaczały popadnięcie w nastroje wstecznictwa i 
izolacji” (por. [Nasza… 1991, s. 11]). W książce Ludzkość i Matka Zie-
mia (Mankind and Mother Earth) sławny historyk A. Toynbee zauwa-
ża, że człowiek, dziecko Matki Ziemi, nie przeżyje, jeśli popełni 
zbrodnię matkobójstwa. Nie mamy innego wyboru: albo ratujemy ją i 
siebie, albo dobijamy ją i giniemy. Po raz pierwszy w historii samo 
istnienie ludzkiej rasy zależy od radykalnej odmiany ludzkiego serca 
[Fromm, 1999, s. 47]. 

Nikt nie ma wątpliwości, że cała nasza (ludzka) egzystencja zależy 
od tego: co, ile i jakiej jakości dostajemy od Matki Ziemi. Dostajemy, 
a często rabujemy, bardzo dużo, w zamian nie obchodzimy się z nią 
najlepiej, nie okazujemy należnej jej miłości, kalamy ją swoimi odpa-
dami i truciznami. Najważniejsze jest to, że eksploatujemy ją ponad 
miarę. Z drugiej zaś strony, nie mamy umiaru w maltretowaniu jej 
swoimi odpadami i truciznami (por. rys. 1).  

W latach 2001–2005 dokonano „inwentaryzacji” zasobów ekosys-
temu. Wyniki okazały dość smutne. Degradacja środowiska jest prze-
rażająca. Do pomiaru stanu zasobów obszarów bioproduktywnych 
zastosowano jednostkę hektara przeliczeniowego, zwanego hektarem 
globalnym (gha). Na początku roku 2000 oszacowano, że ludzkość na 
całym świecie ma do dyspozycji 11,5 mld gha, czyli przydział na jed-
ną osobę wynosi 1,8 gha. W  skali  całego  świata,  zużywamy  jednak 
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Rys. 1. Korzystanie z usług ekosystemu i zanieczyszczanie  

Źródło: opracowanie własne. 
 

 
dużo więcej. Na prawie 200 krajów świata objętych badaniem okazało 
się, że niektóre kraje żyją kosztem innych. W języku naukowym mówi 
się, że mają one dług ekologiczny (lepsze określenie: ekosystemowy, 
bo ekologia to nauka, a dług zaciągają w realnych wielkościach eko-
systemu). W języku mniej wykwintnym określa się to mianem impe-
rializmu lub złodziejstwa, bo długu tego raczej nigdy nie zwrócą, tak 
jak kolonizatorzy Ameryki nigdy nie zwrócili długu za tony zrabowa-
nego złota i srebra. Mało tego, dzisiejsi ich potomkowie, po Zjedno-
czonych Emiratach Arabskich, są największym dłużnikiem ekosyste-
mowym. Zamiast przydziału 1,8 gha, USA zużywa aż 9,6 gha.  
Drugiej Ameryki świat nie byłby w stanie utrzymać [Rifkin, Howard 
2008]. W swoim życiu każdy Amerykanin zużywa przeciętnie około 
700 ton zasobów naturalnych. Obliczono, że Amerykanin należący do 
klasy średniej prowadzi taki styl życia, który jest równoważny pracy 
wytwarzanej przez 200 niewolników. Przeciętny Amerykanin zjada 
800 kg zbóż rocznie (większość pośrednio jako wołowinę), przeciętny 
mieszkaniec krajów biednych zjada zaś 200 kg zbóż. Typowy Amery-
kanin zużywa 200 razy więcej paliw kopalnych niż mieszkaniec Indii i 
300 razy więcej niż obywatel Mozambiku. Średnio w całym świecie 
na zbrojenia wydaje się prawie 1 milion dolarów w każdej minucie. 
Ameryka przoduje, i nadaje ton w przetapianiu lemieszy przyszłych po-
koleń w dzisiejsze miecze lub głowice do rakiet [Rifkin, Howard 2008].  

Oprócz tego, że średnio w całym świecie przekraczamy zdolności 
bioprodukcyjne planety, to do tego obchodzimy się bardzo rozrzutnie 
z dobrodziejstwem natury. Zauważmy przede wszystkim, że gospo-

Eksploatacja Planety  
(źródło dobrobytu) 

Kalanie Planety odpadami 
(składowisko śmieci  
i trucizn) 
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darka jest to system, w którym przekształca się materię i energię do 
postaci użytecznej ludziom. Materia pobierana jest ze środowiska, 
energia zaś pobierana jest ze środowiska i ze słońca, po przekształce-
niu wydalana jest w postaci energii i materii do środowiska (w postaci 
użytecznych dóbr i odpadów). Pamiętać trzeba też o tym, że materii 
stworzyć nie możemy, nie możemy jej też zniszczyć, możemy tylko ją 
przetwarzać, albo w użyteczną, albo w bezużyteczną. Energię nato-
miast, możemy tylko marnować. Jeśli uwzględnimy te fakty, to mo-
żemy zrozumieć, że powinniśmy tak gospodarować, aby jak najmniej 
tracić (marnować) energii, i jak najmniej przekształcać materię w bez-
użyteczne odpady i zaśmiecać środowisko. Zauważmy ponadto, że do 
uzyskania energii trzeba zużyć także energię. W zależności od źródła 
pochodzenia energii, koszt jej pozyskania jest różny. Załóżmy, że 
nakłady na uzyskanie energii mierzone będą za pomocą BTU (brytyj-
ska jednostka energii) oraz uzyskaną energię mierzymy w tych sa-
mych jednostkach. Oto jak kształtuje się koszt pozyskiwania energii z 
kilku źródeł: uzyskanie 1 BTU w postaci ropy naftowej kosztuje 1/50 
BTU, w postaci węgla kamiennego 1/17, zaś w postaci oleju łupko-
wego aż 1/6 BTU. Oznacza to, że zużywając 1 BTU, uzyskujemy 50 
BTU w postaci ropy. Uzyskiwanie energii w postaci gazu czy oleju 
łupkowego nie tylko, że jest kosztowne energetycznie, lecz także jest 
związane z degradacją środowiska w postaci oparów toksycznych i ze 
zużyciem wody [Rifkin 2008]. Energię zawartą w produktach żywno-
ściowych mierzy się jednostkami kalorycznymi. Weźmy dla przykła-
du puszkę kukurydzy, która zawiera 270 kalorii. Na jej wyproduko-
wanie trzeba zużyć aż 2790 kalorii. Poza tak ogromnym zużyciem 
energii dochodzą jeszcze opady zanieczyszczające środowisko. Osza-
cowano, że wytworzenie jednej jednostki dobra materialnego powodu-
je wytworzenie aż 70 jednostek odpadów [Heines 2013]. Na przykład 
tylko w jednym roku 1987 Amerykanie wyrzucili ponad 200 mln ton 
odpadów, w tym 80 mln ton papieru. O prawdziwym zanieczyszcze-
niu środowiska świadczą odpady radioaktywne, o nich to można z 
całą pewnością stwierdzić, że są sustainable, gdyż trwają praktycznie 
wiecznie. Radioaktywności zlikwidować nie można. A zostawiamy jej 
przyszłym pokoleniom coraz więcej. Trzeba też pamiętać, że nawet 
jedna cząsteczka radioaktywna, jeśli się dostanie do komórki, może 
spowodować raka lub mutacje genetyczne. Proces ten może następo-
wać podstępnie i dać objawy nawet po nawet po 20 latach.  

Na całym świecie zgromadzono ponad sześć miliardów ton pozo-
stałości po przeróbce rud uranu. W latach 1959–1962 Szwecja zatopi-
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ła w Bałtyku około 120 ton odpadów radioaktywnych [Bohdanowicz 
1998]. W południowo-zachodnich stanach USA zgromadzono już 100 
mln ton odpadów. W Colorado użyto takich odpadów do budowy 
szkół i domów, lekarze zauważyli wzrost liczby wad wrodzonych u 
dzieci, których rodzice mieszkali lub pracowali w takich budynkach 
[Rifkin, Howard 2008].  

W wyniku odwrócenia kierunku przepływu dwóch rzek Syr-darii i 
Amu-darii, poziom morza Aralskiego obniżył się o 14 m, zginęło 
wszelkie życie w zasolonej wodzie. W Kanadzie jest 14 000 zupełnie 
martwych jezior. Podobnie sytuacja wygląda w USA, gdzie 50 000 
jezior jest zatrutych rtęcią. Obecne pokolenie z takiej wody nie korzy-
sta, a przyszłe? W Morzu Arktycznym zostawiliśmy przyszłym poko-
leniom 19 reaktorów z okrętów wojennych. Kiedyś rdza zrobi swoje i 
wody tego morza na zawsze będą napromieniowane, ale przecież nas 
już wtedy nie będzie, après moi le déluge.  

3. Mania wzrostu towarzyszy ludziom od niedawna 

J. Ruskin już w 1862 r. kreśląc karykaturalny obraz ekonomii, którą  
T. Carlyle nazwał smutną lub żałosną nauką (ang. dismal science), 
wprowadził antonimy podstawowych pojęć tej nauki. Twierdził, że 
nie ma bogactwa, jest zaś życie, czyli miłość, radość, szacunek. To on 
prawdopodobnie po raz pierwszy wyraźnie zwrócił uwagę na potrzebę 
rozpatrywania obu biegunów, tego pozytywnego i negatywnego. Za-
dziwiający jest fakt, że ludzkość tak była, i jest nadal, przejęta dąże-
niem do bogactwa, przyjemności i rozkoszy, że nawet nie wytworzyła 
odpowiedniego słownictwa. Jako antonim dla angielskiego wyrazu 
wealth, Ruskin wymyślił wyraz illth. Stąd też mamy obecnie welfare 
oraz illfare. W języku polskim antonimem bogactwa mogło by być 
złostwo, zaś dobrobytu – złobyt. J.K. Galbraith opublikował w 1958 r. 
książkę pt. The Afluent Society (Społeczeństwo zamożności), w której 
wskazał na koszty związane ze wzrostem gospodarczym. Wzrost go-
spodarczy oznacza wzrost zamożności, ale tylko nielicznych grup, 
oraz wzrost ubóstwa masowego. Wraz ze wzrostem gospodarczym 
rośnie przepaść między garstką bogaczy a masami biedoty. Jego 
książka była jednak zignorowana przez ekonomistów. Traktowano go 
bowiem bardziej jako komentatora niż ekonomistę. W 1965 r. została 
wydana książka The great transformation, w której jej autor K. Pola-
nyi wykazał główne przyczyny degradacji społeczeństwa. W 1966 r. 
K. Boulding opublikował słynny artykuł The economics of the Coming 
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Spaceship Earth, w której porównywał ziemię do statku kosmicznego, 
z którego nie można śmieci przez okno wyrzucić i nie można dostać  
z zewnątrz środków do życia.  

Burzę, zamęt i niezadowolenie wśród ekonomistów wywołał  
E.J. Mishan. Po pierwsze dlatego, że był znanym i szanowanym w 
świecie ekonomistą. Po drugie, pracę doktorską przygotował on pod 
kierunkiem najbardziej żarliwego i znanego w świecie propagatora 
nieograniczonego wzrostu gospodarczego, M. Friedmana. Jednak już 
po dwóch latach opuścił Uniwersytet w Chicago i zajął się analizą 
społecznych kosztów wzrostu. W 1965 r. przygotował książkę na ten 
temat, żaden z wydawców nie chciał jej jednak opublikować. Po 
dwóch latach szczęście mu dopisało, książka pod tytułem The Cost of 
Economic Growth, została opublikowana w 1967 r. W książce tej 
przedstawione zostały koszty, jakie ponosi społeczeństwo w związku 
z osiąganiem coraz większego wzrostu gospodarczego. E. Mishan 
wykazał, że wytwarzane złostwo, jako suma wszelkich nie-dóbr prze-
wyższa wytwarzane dobra. Do nie-dóbr zaliczył on nie tylko zanie-
czyszczenie powietrza, hałas w miastach, lecz także takie negatywne i 
patologiczne zjawiska społeczne, jak dezintegracja społeczna, atomi-
zacja, rozwody, samobójstwa, rozboje, dewiacje seksualne itp.  

W kwietniu 1968 r. grupa 30 osób z 10 krajów spotkała się w 
rzymskiej Akademii dei Lincei, inaugurując powstanie jednej z naj-
ważniejszych organizacji pozarządowych, której celem było przeciw-
działanie trudnej sytuacji, w jakiej znalazła się ludzkość w wyniku 
prowadzenia rabunkowej gospodarki społecznie niesprawiedliwej. 
Inicjatorem tego spotkania był przemysłowiec włoski Aurelio Peccei 
(por. [Ciążela 2007]). Powstała organizacja nosi nazwę Klubu Rzym-
skiego. Z inicjatywy tego Klubu zrealizowany został projekt The Pre-
dicament of Mankind przez zespół międzynarodowy pod kierownic-
twem D. Meadowsa. Raport z realizacji tego projektu opublikowano 
w 1972 r. w postaci książki pt. The limits to growth, pod redakcją 
zespołu: D.H. Meadows, D.L. Meadows, J. Randers, W.W. Behrens 
III. W książce Granice wzrostu (wydanej przez PWE w 1973 r.) wy-
kazano, że nieograniczony wzrost nie jest możliwy ze względu na 
ograniczoność zasobów naturalnych. Rok później, czyli w 1973 r, 
została wydana książka Schumachera pt. Small is beautiful, mimo iż 
ze względu na intelektualny ładunek znacznie przewyższa Granice 
wzrostu, to jednak wciąż jest zaledwie cytowana. Oprócz ograniczeń 
naturalnych (przyrodniczych) zidentyfikowano obecnie szereg innych 
ograniczeń określających granice nieskończonego wzrostu gospodar-
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czego. W szczególności są to ograniczenia społeczne, dobrobytowe 
oraz entropowe. Granice społeczne wyznaczają rosnące koszty spo-
łeczne wzrostu gospodarczego. Jeśli one znacznie przewyższą korzy-
ści ze wzrostu, to wzrost gospodarczy zacznie przynosić więcej szko-
dy niż pożytku. Ograniczenia wzrostu dobrobytu (przy tym mniejszo-
ści) powodowane są produkcją tzw. dóbr służących do wykazania 
swego stanu czy pozycji społecznej. Do dóbr tego typu należą np. 
zegarki luksusowe. Natomiast granice entropowe (fizyczne) określone 
są przez dwa podstawowe prawa termodynamiki. Pierwsze prawo 
oznacza, że materii i energii zwiększyć nie można, nie można ich bo-
wiem stworzyć. Drugie prawo oznacza to, że energię można tylko 
marnować. Zapasy materii i energii są skończone. Jeśli nawet będzie 
to w bardzo odległej przyszłości, to jednak kiedyś się one wyczerpią.  

4. Globalny program zmian 

„Globalny program zmian – tak Zgromadzenie Ogólne ONZ sformu-
łowało oczekiwania wobec Światowej Komisji do spraw Środowiska i 
Rozwoju”, takimi też słowy rozpoczyna się słynny Raport opubliko-
wany przez tę Komisję, którą kierowała Gro Harlem Brundtland  
(z powodu wielu niedorzeczności pojawiających w literaturze, wyjaś- 
nijmy: Gro jest to imię żeńskie, Harlem nazwisko panieńskie, 
Brundtland – nazwisko męża tej słynnej kobiety). Pojęcie „sustainable 
development” w tym Raporcie zostało sformułowane następująco: 
Sustainable development is development that meets the needs of the 
present without compromising the ability of future generations to meet 
their own needs. 

W polskim, solidnym przekładzie dokonanym przez U. Grzeloń-
ską i E. Kolanowską mamy następującą wersję: „Stabilny rozwój, 
oznacza rozwój, który zaspokaja potrzeby obecne, nie pozbawiając 
przyszłych pokoleń możliwości zaspokojenia ich potrzeb” [Nasza… 
1991, s. 67]. 

W nieco innej wersji, zamiast stabilny rozwój, użyto określenia 
stały rozwój. Ten wariant definicji jest następujący: „Ludzkość jest w 
stanie sprawić, aby rozwój był stały i zapewniał zaspokojenie obec-
nych potrzeb bez uszczerbku dla możliwości zaspokajania potrzeb 
przyszłych pokoleń” [Nasza… 1991, s. 27].  

Nie są to jedyne definicje, w Raporcie jest ich sześć wariantów. 
Autorom Raportu zależało bowiem na przekazaniu bardziej idei niż 
ścisłych zaleceń, bardziej na przekazaniu ducha niż litery. Raport 
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Komisji kierowanej przez Brundtlandę, to nie dokument biurokratycz-
ny, lecz lektura dla tych, którzy mają rozum i serce, i wiedzą, że duch 
ożywia, a litera zabija. Autorzy Raportu tak to sami określają: „Przede 
wszystkim nasze przesłanie jest adresowane bezpośrednio do ludzi, 
których dobro jest ostatecznym celem każdej polityki dotyczącej śro-
dowiska i rozwoju. Komisja zwraca się zwłaszcza do ludzi młodych. 
Szczególna rola przypada nauczycielom, którzy młodym przedstawią 
ten raport” [Nasza… 1991, s. 15]. 

Nie wiadomo, kiedy pojawiło się polskie wyrażenie „zrównowa-
żony rozwój”, jest ono najbardziej nieodpowiednim tłumaczeniem 
angielskiego określenia sustainable development. Nieodpowiednim, 
bo nie oddającym ani sensu, ani istoty, czy ducha, jaki jest zawarty w 
angielskim słowie sustainability. Aby wyjaśnić istotę znaczenia tego 
terminu, warto sięgnąć do korzeni, z których ono wyrastało. Na po-
czątku XIX w. ubiegłego stulecia ludzkość zauważyła, że nierozsądne 
gospodarowanie zasobami leśnymi może doprowadzić do ich wynisz-
czenia. Rozsądne gospodarowanie polega na tym, aby zachować trwa-
łość zalesienia. Oznacza to, że wycinać można tyle, ile się wcześnie 
zasadziło. Lasy są bardzo ważne, więc trzeba z nich tak korzystać, aby 
one zawsze trwały, aby trwale służyły ludzkim potrzebom. Wielokrot-
nie powtarzane tu słowo „trwale”, jest niezwykle ważne, jego nie-
mieckim odpowiednikiem jest słowo Nachhaltigkeit. Słowa tego po raz 
pierwszy użył Hans (Hannß) Carl von Carlowitz w wydanej w 1713 r. 
książce o bardzo długim tytułe, którego początek jest taki: Sylvicultu-
ra oeconomica, oder haußwirthliche Nachricht und Naturmäßige An-
weisung zur wilden Baum-Zucht. W książce tej opisywał sposoby go-
spodarowania gwarantujące utrzymywanie zalesienia na stałym po-
ziomie. Gospodarkę taką, także współcześnie, w języku niemieckim 
określa się mianem nachhaltige Wirtschaft. Słowo Nachhaltigkeit bar-
dzo dobrze oddaje istotę rzeczy, pochodzi od słowa halten, czyli 
utrzymywać, dbać, troszczyć się. Angielskim odpowiednikiem halten 
jest słowo czasownik to sustain, oznacza ono utrzymywać, kontynuo-
wać, podtrzymywać. Jeśli mówimy o sustainability, to trzeba sobie 
uświadomić, że ten rzeczownik pochodzi od czasownika to sustain, 
czyli utrzymać. Jeśli jednak zaczniemy mówić o utrzymaniu, to mu-
simy zdecydować o tym, co ma być utrzymane, i przez co lub przez 
kogo ma być utrzymywane.  

Przyjmijmy, że tym co chcemy utrzymać, jest gospodarka, chcemy 
żeby ona trwała i żeby się rozwijała, co nie oznacza dążenia do jej 
wzrostu. Wzrost a rozwój są to różne rzeczy, poza tym pamiętajmy 
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jednak, że tym, co ją utrzymuje i od czego ona zależy, jest ekosystem. 
Jeśli nie będzie ekosystemu, nie będzie też gospodarki. Ekosystem 
musi też być zdrowy i dostatecznie silny, aby gospodarkę utrzymać.  

5. Istota i sens trwającego rozwoju 

„Środowisko zaś jest przecież tym domem, w którym wszyscy żyje-
my, a rozwój jest tym, w czym wszyscy uczestniczymy, starając się 
poprawić nasze miejsce w tym domu”. Tak pisze G. Harlem 
Brundtland w słowie wstępnym do zredagowanego przez siebie Ra-
portu. Strukturę naszego gospodarowania w tym domu można więc 
przedstawić tak jak zostało to pokazane na rys. 2. 
 

 
Rys. 2. Schemat trzech podporządkowanych sobie systemów 

Źródło: opracowanie własne. 
 

Z powyższego schematu widzimy, że nauka o gospodarowaniu 
(ekonomia) nie może być rozwijana autonomicznie, w oderwaniu od 
innych dziedzin ludzkiej wiedzy, głównie takich jak ekologia i socjo-
logia. W każdej z tych trzech podstawowych dziedzin formułowane są 
własne, specyficzne cele. Głównym celem ekonomistów jest wzrost 
gospodarczy, oceniany w kategoriach wielkości produkcji i efektyw-
ności. Przedstawiciele nauk zajmujących się głównie społeczeństwem, 
jako główny cel badań traktują sprawiedliwość społeczną, zaś ekolo-
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dzy – trwałość środowiska naturalnego. Wszystkie cele są powiązane 
ze sobą, ale jednocześnie nie są ze sobą zgodne. Chcąc rozwijać naukę 
o trwałym, czyli utrzymującym się stale rozwoju musimy zdecydować 
o tym, czego rozwój ma dotyczyć, czyli co powinno być utrzymywane 
na nie obniżającym się poziomie. Utrzymywać zwykle chcemy to, co 
jest cenne, co jest dla nas wartościowe. Dla jednych jest to wzrost 
bogactwa, dla innych jest to rozwój duchowy. Nieco konkretniej, jedni 
chcą zachować (utrzymać) środowisko naturalne, inni wolą zachować 
kapitał, a jeszcze inni – użyteczność, czy nawet szczęśliwość. Wybór 
konkretnego celu zależy od przyjętego systemu etycznego, a także od 
systemu ideologicznego. Czynione obecnie wysiłki w kierunku roz-
woju nauki o trwałym rozwoju można scharakteryzować, umieszcza-
jąc je na osi ideologicznej: lewicowość (Zieloni, progresywiści, rady-
kaliści) – prawicowość (konserwatyści, fundamentaliści). Najbardziej 
radykalni optują za sprawiedliwością społeczną i zachowaniem śro-
dowiska naturalnego. Należą do nich przedstawiciele ekosocjalizmu, 
socjoekonomii, ekonomii feministycznej, ekologii głębokiej i inni. 
Jedyną cechą bezsprzeczną łączącą te kierunki jest absolutne odrzuce-
nie kapitalizmu jako modelu gospodarowania. Na przeciwległym, 
bardzo odległym, biegunie lokują się zwolennicy kapitalizmu. Nie 
stanowią także grupy jednorodnej. Można wśród nich wyodrębnić 
przynajmniej trzy obozy. Najbardziej zwarty, z dużym bojowym do-
świadczeniem, jest obóz fundamentalistów, czyli zwolenników kapita-
lizmu koropracyjnego. Świątynią dla większości z nich jest Bank 
Światowy. Do drugiego obozu należą zwolennicy wyzieleniania kapi-
talizmu, ich wysiłki skierowane są więc na stworzenie kapitalizmu z 
ludzką twarzą. Trzeci obóz stanowią apostaci, których zdecydowanym 
liderem jest Herman Daly [2007].  

Ze względu na ograniczoność objętości artykułu niżej podane są 
dwa dość typowe podejścia ekonomiczne. Pierwsze z nich polega na 
zastąpieniu zupełnie nieprzydatnego wskaźnika wzrostu gospodarcze-
go, jakim jest PKB, wskaźnikiem, który nie ma jeszcze utartej nazwy, 
ale stosowane są takie wyrażenia, jak: comprehensive wealth, inclu-
sive health, genuine wealth, itp. Nazwijmy go Bogactwem Kraju Glo-
balnym (BKG), nazwa taka dobrze oddaje sens i koresponduje ze 
skrótem PKB. Drugi przykład dotyczy słynnego kryterium sprawie-
dliwości międzypokoleniowej, które w 1996 r. zaproponowała  
G. Chichilinsky.  

Załóżmy, że szczęśliwość społeczna (ang. social felicity) w momen-
cie s oznaczona będzie symbolem 𝑈((𝐶(𝑠),𝐾(𝑡)), przy czym symbol 
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𝐶(𝑠) oznacza wektor konsumpcji, zaś 𝐾(𝑡) = (𝐾1(𝑡),𝐾2(𝑡), … ,𝐾𝑛(𝑡)) 
oznacza wektor kapitału, 𝐾𝑖(𝑡) – oznacza zasób i-tego kapitału w mo-
mencie t. Zasób kapitału w momencie t jest to wielkość 𝑉(𝑡) =
𝑉(𝐾(𝑡), 𝑡) zależna od wektora kapitału 
określony jest za pomocą wzoru: 

𝑉(𝑡) = ∫ �𝑈(𝐶(𝑠),𝐾(𝑡)𝑒−𝛿(𝑠−𝑡)�𝑑𝑠 ,𝛿 ≥ 0∞
𝑡 , 

gdzie 𝛿 ≥ 0 oznacza stopę dyskontową szczęśliwości. 

Przyjmuje się definicję, że w momencie t rozwój ekonomiczny jest 
utrzymany (ang. is sustained), uważa się jeśli  

 𝑑𝑉(𝑡)
𝑑𝑡

≥ 0. 

Zwróćmy tu wyraźnie uwagę na to, że rozwój nie jest równoważony 
ani zrównoważony, lecz jest sustained. Powyższe kryterium trwałości 
rozwoju ekonomicznego można wyrazić w postaci jawnej: 

𝑑𝑉(𝑡)
𝑑𝑡

= 𝜕𝑉
𝜕𝑡

+ ∑ 𝜕𝑉(𝑡)
𝜕𝐾𝑖(𝑡)

𝑑𝐾𝑖(𝑡)
𝑑𝑡𝑖 . 

Wprowadźmy oznaczenia 

𝑝𝑖(𝑡) = 𝜕𝑉(𝑡)
𝜕𝐾𝑖(𝑡)

 𝑟𝑖(𝑡) = 𝜕𝑉(𝑡)
𝜕𝑡

. 

Wielkość 𝑝𝑖(𝑡) interpretujemy jako chwilową cenę dualną (księgową) 
i-tego kapitału, zaś 𝑟𝑖(𝑡) interpretuje się jako cenę dualną czasu, czas 
bowiem, jest traktowany jako szczególny rodzaj kapitału. Bogactwo 
kraju globalne (BKG) w momencie t definiuje się jako wartość w ce-
nach dualnych wszystkich rodzajów kapitału:  

𝑊(𝑡) = 𝑟(𝑡)𝑡 + ∑ [𝑝𝑖𝐾𝑖(𝑡)]𝑖 . 

Zobaczmy dla przykładu, na jakim poziomie kształtowało się bogac-
two globalne USA w roku 2000 w miliardach dolarów w przeliczeniu 
na głowę mieszkańca [Arrow i in. 2010]: 

Kapitał naturalny = 5694,73, kapitał ludzki – 60 086, 93, kapitał 
reprodukowany – 13 430,66, czyli ogółem kapitał łączny (globalny) 
wynosił 79 212 329 mld dolarów. 

Porównajmy jeszcze dynamikę PKB oraz BKG w krajach rozwija-
jących się. Porównajmy mianowicie roczny wzrost PKB na głowę 
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mieszkańca i BKG także na głowę mieszkańca w latach 1970–2000. 
W Indiach wzrost ten wynosił odpowiednio 3% i –0,45%, w Pakista-
nie 2,2% i –1,42%, zaś w Chinach 7,8% i 4,47% (por. [Dasgupta 
2008]).  

W celu rozpatrzenia kryterium sprawiedliwości międzypokole-
niowej przyjmijmy, że x0 oznacza stan zasobów naturalnych w począt-
kowym momencie, xt stan zasobu w momencie t, zaś ct zużycie (wy-
dobycie, konsumpcja) surowców w tym samym momencie. Zadowo-
lenie (satysfakcja) każdego pokolenia charakteryzowana jest za pomo-
cą funkcji użyteczności 𝑈(𝑐𝑡 ,𝑥𝑡), 𝑡 = 0,1,2, … Zdyskontowana na 
moment zerowy użyteczność wszystkich pokoleń określa się według 
wzoru: 

∑ 𝛽𝑡∞
𝑡=0 𝑈(𝑐𝑡 ,𝑥𝑡). 

Natomiast użyteczność pokolenia nieskończenie odległego od pokole-
nia obecnego określa następująca granica: lim𝑡→∞ 𝑈(𝑐𝑡 ,𝑥𝑡). Kryte-
rium służące do oceny sprawiedliwości międzypokoleniowej definiuje 
się w postaci kombinacji wypukłej dwóch wyżej zdefiniowanych 
wielkości [Figuieres, Tidbal 2012]: 

𝐽 = 𝜃 ∑ 𝛽𝑡∞
𝑡=0 𝑈(𝑐𝑡 ,𝑥𝑡) + (1 − 𝜃) lim𝑡→∞ 𝑈(𝑐𝑡 ,𝑥𝑡) ,𝜃𝜖(0,1]. 

Zauważmy, że jeśli 𝜃 = 1, to mamy do czynienia z tradycyjnym 
podejściem, jakie jest stosowane w ekonomii neoklasycznej. Niestety 
podejście takie, czyli stosowanie zdyskontowanej użyteczności do 
oceny polityki, mimo iż jest stosowane dość powszechnie w ekonomii 
środowiska naturalnego, ma zbyt dużo wad, żeby można je było sto-
sować nawet jako mocno uproszczony sposób oceny polityki dotyczą-
cej wydobycia surowców i konsumpcji. Jeżeli zaś parametr θ jest bli-
ski zeru, to dużą wagę przypisuje się pokoleniom bardzo odległym.  

W przypadku zagadnień dotyczących społeczeństwa zarówno tra-
dycyjnie, jak i bardziej nowocześnie, tzn. zgodnie z duchem Raportu 
Brundtlandy, wysiłki skierowane są na opracowywanie odpowiednich 
wskaźników, charakteryzujących sprawiedliwość społeczną, wyklu-
czenie, ubóstwo itp. To samo można powiedzieć o „sektorze” środo-
wiskowym. Niezależnie od wielu deklaracji, żadnej nauki o trwałym i 
zrównoważonym rozwoju jeszcze nie opracowano. Najbardziej solid-
ne zręby położono pod ekonomię ekologiczną. Idealnym rozwiąza-
niem byłoby pogodzenie trzech celów. Takie idealne rozwiązanie 
przedstawić można w postaci obszaru wewnątrz trójkąta, którego 
wierzchołki odpowiadają trzem ekstremalnym punkom widzenia (por. 
rys. 2). 
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Rys. 3. Miejsce trwałego rozwoju w przestrzeni ideologiczno-politycznej wyznaczonej 
przez ekologizm, socjalizm i kapitalizm  

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Connelly 2007; Morawski 2001]. 
 

Opracowanie jakiejkolwiek teorii rozwoju trwałego wymaga kon-
sensu trzech sił polityczno-ideologicznych reprezentowanych na rys. 3 
trzema wierzchołkami trójkąta. Im konsens większy, tym obszar we-
wnątrz trójkąta większy. W najgorszym razie możemy mieć taką sytu-
ację, jak w bajce Kryłowa:  

Raz Łabędź, Szczupak tudzież Rak pociągnąć wspólnymi siły wóz 
ładowny umyśliły; lecz Łabędź rwie ku górze, Szczupak ciągnie do 
wody, Rak zasię z powrotem. A ten wóz jak stał, tak stoi, jakby w 
ziemię wrósł. Żeby z wozem ruszyć do przodu, potrzebny jest dobry 
woźnica.  

6. Rola organizacji międzynarodowych 

W pospolitym ruszeniu na rzecz ratowania planety czy postępu spo-
łecznego ważną rolę odgrywają organizacje międzynarodowe, takie 
jak ONZ, OECD, UNESCO i Komisja Europejska. To właśnie dzięki 
ONZ powstał Raport inicjujący ruch „zrównoważenia”. U progu no-
wego Millenium na Ogólnym Zgromadzeniu ONZ w 2000 r. sekretarz 
generalny ONZ złożył sprawozdanie We the Peoples: The Role of the 
United Nations In the 21st Century. W jego wyniku powstały dwie 
ważne inicjatywy. Jedna z nich to Millenijne Cele Rozwoju. Druga 
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doniosła inicjatywa to międzynarodowy projekt Millenium Ecosystem 
Assessment, który ma być realizowany cyklicznie co 5–10 lat. Celem 
pierwszej edycji była inwentaryzacja stanu ekosystemu i jego wpływu 
na dobrobyt społeczny. W celu przeprowadzenia oceny stanu środo-
wiska naturalnego zostało ono podzielone na 10 kategorii. Kategorie 
te są następujące: Morza i oceany, Nadbrzeża, Wody śródlądowe, 
Lasy, Tereny pustynne, Wyspy, Góry, Obszary biegunowe, Grunty 
uprawne, Aglomeracje miejskie. Do oceny dobrobytu zaproponowano 
sposób przedstawiony w postaci schematu na rys. 4. Część zaciem-
niona oznacza percepcję subiektywną jakości życia. 

 

Rys. 4. Schemat oceny dobrobytu 

Źródło: [Millenium 2003]. 
 

Drugą organizacją, która bardzo aktywnie uczestniczy w ruchu na 
rzecz postępu społecznego jest OECD. W lipcu 2008 r. Rada OECD 
zaaprobowała uruchomienie Globalnego Projektu o Pomiarze Rozwo-
ju Społeczeństw (ang. Global Project on Measuring the Progress of 
Societies). Projekt pomyślany był jako sieć sieci (ang. Network of ne-
tworks), czyli współpracy między różnymi organizacjami różnych 
narodów. Realizacja projektu jest prezentowana i dyskutowana na 
zjazdach o ogólnym tytule Statistics, Knowledge and Policy, który jest 
uzupełniany podtytułem specyficznych zagadnień, którym poświęco-
ny jest dany zjazd. Pierwsze takie Forum odbyło się w 2004 r. w Pa-
lermo, we Włoszech, w którym udział wzięło 540 ekspertów z 43 kra-
jów, liczba uczestników była ogromna. Temat pierwszego forum był 
następujący: Key indicators to inform decision making. Drugie Forum 
(ang. Measuring and Fostering the Progress of Societies) odbyło się 
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w 2007 r. w Stambule. Trzecie światowe Forum obyło się w 2009 r. w 
mieście Busan w Korei. Podtytuł tego Forum był następujący: Chart-
ing Progress, Building Visions, Improving Life. Czwarte Forum, 
Measuring Well-Being for Development and Policy Making, odbyło 
się w 2012 r. w Dehli.  

7. Niezrównoważoność zrównoważonego pisarstwa 

Angielskie słowo sustainability jest dobrze odbierane i prawidłowo 
rozumiane w językach romańskich, których podstawę stanowi język 
łaciński, gdyż słowo sustainability jest pochodzenia łacińskiego. Sło-
wo to jest też prawidłowo odbierane w języku niemieckim, bo to 
Niemcy mogą się szczycić tym, że w ich języku użyto po raz pierwszy 
wyrazu Nachhaltigkeit, tłumaczonego pierwotnie na angielski jako 
lasting, później jako sustainability. W polskiej literaturze, oprócz róż-
norodności słowotwórczej, istnieje różnorodna fantastyka interpreta-
cyjna. O mętniactwie i niedorzeczności pisarstwa milczeć nie można, 
gdyż jego autorzy należą do elity kształtującej kulturę. Młodzież nie-
świadoma bzdur opakowanych nadętym słownictwem, dalekim od 
przyzwoitej polszczyzny, przyswaja je jako naukowe i stosuje w swo-
ich pracach (przykłady podane są niżej). Oprócz elity intelektualnej 
(przynajmniej za taką uchodzącą), przerażającego zachwaszczania 
języka i wyjaławiania kultury dokonują biurokraci urzędowi, występu-
jący anonimowo i nie poddawani przez to żadnej krytyce. Jedni i dru-
dzy piszą, by napisać, aby wykonać jakieś zadanie, dla jednych jest to 
„strategia” czegoś, którą trzeba napisać, by się wykazać, że działamy, 
że wykonujemy zalecenia unijne; dla drugich jest konieczność rozli-
czenia się z grantów. Jedni i drudzy jakby nie wiedzieli, że to, co na-
piszą, może być przez kogoś przeczytane. O fantastyce interpretacyj-
nej tego modnego pojęcia i o niechlujstwie językowym świadczą po-
dane niżej przykłady.  

Dyrektorka Forum Inicjatyw Rozwojowych, M. Skup, pisze, że 
„[p]rojekty wdrażane przez Forum mają na celu zwrócenie uwagi na 
aspekt społeczny zrównoważonego rozwoju, który podkreśla uzyska-
nie równowagi między rozwojem działalności gospodarczej a rozwo-
jem człowieka w kilku płaszczyznach: ekonomicznej, przyrodniczej i 
społecznej” [Skup 2009]. 

Prezeska Forum Odpowiedzialności Biznesu stwierdza, że „wy-
pracowany przez organizację raport Wizja 2050 to optymistyczny sce-
nariusz, który pokazuje, jak może wyglądać przyszłość, jeśli firmy na 
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całym świecie wezmą odpowiedzialność za zrównoważony wzrost 
naszej planety” [Wizja…]. 

Parlamentarzyści polskiego Sejmu też się popisali, tradycyjnie 
zresztą, zarówno polszczyzną, jak i inwencją w stosowaniu brzydkie-
go słowolejstwa. W uchwalonej, i przez Prezydenta RP podpisanej, 
ustawie z 2001 r. mamy tekst następujący: „Przez zrównoważony 
rozwój rozumie się taki rozwój społeczno-gospodarczy, w którym 
następuje proces integrowania działań politycznych, gospodarczych i 
społecznych, z zachowaniem równowagi przyrodniczej oraz trwałości 
podstawowych procesów przyrodniczych, w celu zagwarantowania 
możliwości zaspakajania podstawowych potrzeb poszczególnych spo-
łeczności lub obywateli zarówno współczesnego pokolenia, jak i przy-
szłych pokoleń” [Wskaźniki… 2011, s. 11].  

W rankingu mętniactwa językowego i niezrównoważenia intelek-
tualnego pierwsze miejsce zajmuje dokument rządowy o nazwie Stra-
tegia zrównoważonego rozwoju Polski do roku 2025, który opraco-
wano w 1999 r. Niżej podane są trzy urywki z tego Dokumentu [Stra-
tegia… 1999].  

„Powołana w roku 1983 pod egidą Organizacji Narodów Zjedno-
czonych Światowa Komisja Środowiska i Rozwoju, pod przewodnic-
twem Pani Gro Harlem Brutland, Premiera Norwegii, w raporcie «Na-
sza Wspólna Przyszłość» wyznaczyła środowisku funkcję jednej z 
trzech podstaw dalszego rozwoju cywilizacyjnego świata, obok go-
spodarki i spraw socjalnych” [Strategia… 1999, s. 7]. 

„W Raporcie tym pojęcie «sustainable development» zdefiniowa-
no jako prawo do zaspokojenia aspiracji rozwojowych obecnej gene-
racji bez ograniczania praw przyszłych pokoleń do zaspokojenia ich 
potrzeb rozwojowych” [Strategia… 1999, s. 3]. 

„Pod pojęciem rozwój rozumie się najczęściej sekwencję logicznie 
następujących po sobie zmian bytów, czy struktur prowadzących do 
osiągnięcia przez nie nowego stanu jakościowego i/lub ilościowego” 
[Strategia… 1999, s. 5]. 

Ani wyważony, ani zrównoważony komentarz takiego niechluj-
stwa czy nieuctwa językowego jest niemożliwy. Komentarz tego pi-
sarstwa można pominąć chociażby z tego powodu, że Strategii nikt 
nie czyta, i czytać nie będzie. Pozostaje ona jednak jako dokument 
rządowego wstydu. 

Na pewno potrzebna jest zaś przestroga przed innym dokumentem 
rządowym pt. Jak uczyć o społecznej odpowiedzialności i zrównowa-
żonym rozwoju, wydanym wspólnie przez Ministerstwo Gospodarki, 
Zespół do spraw Społecznej Odpowiedzialności Przedsiębiorstw. 
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Trzy lata po opublikowaniu Strategii, czyli w 2002 r. powołano 
Radę ds. Zrównoważonego Rozwoju złożoną z 37 prominentnych 
osobistości. Większość z nich to podsekretarze Stanu i ministrowie, 
czyli ci którym trzeba by było doradzać, stali się doradcami. O dzia-
łalności tej Rady dowiadujemy się nieco z odpowiedzi Ministra  
T. Podgajniaka na interpelację posła Cz. Śleziaka udzieloną mu  
18 lipca 2005 r. Pełna odpowiedź zawarta na dziesięciu stronach, za-
wiera dwa, niżej przytoczone, zdania o tym czego Rada dokonała. 

„Do niewątpliwych sukcesów Rady zaliczyć należy inicjatywę do-
konania przeglądu zobowiązań Polski wynikających z postanowień 
zawartych w Planie działań Szczytu Ziemi w Johannesburgu (pro-
gram wdrażania). Również z inicjatywy Rady przesłano do Sekretaria-
tu Światowego Szczytu Społeczeństwa Informacyjnego (Genewa 
2003) propozycje powołania – w ramach ONZ – Światowego Cen-
trum Strategii Trwałego Rozwoju”.  

Inicjatywa utworzenia takiego Centrum to prawdziwe curiosum. 
Inicjatywę tę poprzedził równie kuriozalny Apel Warszawski – o eko-
rozwój (por. [Apel…]) skierowany do „wszystkich społeczeństw,  
rządów i elit świata”. Niestety rządy i elity świata pozostały głuche  
na apel polskich elit, i Centrum przy ONZ nie udało się stworzyć.  

W 2010 r. Radę zlikwidowano. W 2014 r. powołano zaś nową ra-
dę. Tym razem nieco mniejszą, dwudziestoosobową Radę ds. Zrów-
noważonego Rozwoju Energetyki, której przewodniczy J. Buzek.  
O działalności jej na razie nic nie wiadomo. Może znowu do czasu 
interpelacji jakiegoś posła.  

Inne dokumenty rządowe to Strategie. Wśród dziesięciu strategii 
rozwoju Polski jest Strategia zrównoważonego rozwoju wsi, rolnictwa 
i rybactwa (SZRWRR), poza nalepką z napisem „zrównoważony”, z 
trwałością rozwoju, strategia ta niewiele ma jednak wspólnego. Z ko-
lei Strategia rozwoju kapitału społecznego, która m.in. ma wesprzeć 
„rozwój inteligentny – wsparcie kształcenia się, szkolenia i uczenia się 
przez całe życie”, czyli inteligentny rozwój inteligencji. Wiedzieliś- 
my, że inteligencję można rozwijać, a teraz wiemy także że sam roz-
wój może być inteligentny, zaś kształcenie może się odbywać w bu-
dynku inteligentnym (por. np. [Budynek…]). 

Pomijając komentowanie takiego pisarstwa, warto zauważyć nie-
pokojące zjawisko. Otóż nie tylko w rządowej Strategii, lecz także we 
wszystkich polskich pracach, które przejrzałem, autorzy powołują się 
na Raport Brundtlandy (a nie Pani Brutland!), wcale nie znając go, 
może nawet i nie wiedząc, że jest polskie tłumaczenie, bo wszyscy 
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cytują wydanie oryginalne, podają zaś definicje z jakichś innych źró-
deł, np. z książki Rogalla. Niemiecki ekonomista H. Rogall w swojej 
pracy także cytuje definicję z Raportu Komisji, którą kierowała  
G. Brundtland, ale według tłumaczenia niemieckiego. Kolejne przetłu-
maczenie jej na język polski dało nie najlepszy wynik. Definicja jest 
niby taka sama, a jednak nie taka sama: „Trwały rozwój jest rozwojem 
zaspakajającym potrzeby teraźniejszości bez ryzyka, że przyszłe po-
kolenia nie będą mogły zaspokoić swoich potrzeb” [Rogall 2010]. 
Niemieckie tłumaczenie jest takie: „Dauerhafte Entwicklung ist Ent-
wicklung, die die Bedürfnisse der Gegenwart befriedigt, ohne zu ris-
kieren, daß künftige Generationen ihre eigenen Bedürfnisse nicht be-
friedigen können”. 

Ponieważ H. Rogall uważa taką definicję za niewłaściwą, to poda-
je swoją własną, którą traktuje jako definicję precyzyjną: „Zrównowa-
żony rozwój zmierza do zapewnienia wszystkim żyjącym dzisiaj lu-
dziom i przyszłym pokoleniom dostatecznie wysokich standardów 
ekologicznych, ekonomicznych i społeczno-kulturowych w granicach 
naturalnej wytrzymałości Ziemi, stosując zasadę sprawiedliwości we-
wnątrzpokoleniowej i międzypokoleniowej” [Rogall 2010, s. 44]. Bez 
żadnego komentarza widać, jak bardzo jest ona jednak nie tylko nie-
precyzyjna, lecz także mętna.  

J. Zbierska wyjaśnia genezę idei na rzecz zrównoważonego roz-
woju następująco: „W 1983 roku powołano Światową Komisję Śro-
dowiska i Rozwoju (WCED) Narodów Zjednoczonych, tzw. Komisję 
Brundtland (od nazwiska przewodniczącej Komisji – Pani Gro 
Brundtland). Komisja ta przygotowała dokument Nasza wspólna przy-
szłość, opublikowany w 1987 roku, w którym po raz pierwszy sformu-
łowano pojęcie zrównoważony rozwój (sustainable development) zde-
finiowane następująco: «Zrównoważony rozwój spełnia potrzeby 
obecnej generacji tak, aby nie przekreślić możliwości spełnienia po-
trzeb przyszłych generacji»” [Zbierska 2007, s. 276]. W oryginalnej 
wersji ta absurdalna definicja jest wytłuszczona, mimo iż ujęta jest w 
cudzysłów, nie podano źródła. W polskiej wersji Raportu takiego 
sformułowania nie ma, być może jest to własne tłumaczenie z języka 
angielskiego.  

A. Bać [2014, s. 9] analizuje różne przejawy zrównoważenia i cy-
tuje m.in. definicję budynku zrównoważonego, jako budynku, który 
„[…] zużywa podstawowe zasoby, takie jak energia, woda, materiały i 
teren, bardziej efektywnie niż budynki projektowane tylko zgodnie z 
prawem”. Z jej pracy dowiadujemy się ponadto, że istnieją różne sys-
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temy certyfikacji zrównoważenia budynków. Istnieje także zrówno-
ważone projektowanie architektoniczne.  

W innej, bardzo ważnej, bo PAN-owskiej publikacji, o „specjali-
zacjach inteligentnych” jest dużo niezbyt inteligentnej twórczości 
specjalistów od specjalizacji inteligentnych. Jako przykład nich posłu-
ży tylko ten fragment: „Historycznie rzecz ujmując, prewencyjne i 
oszczędne technologie w użyciu surowców i prewencyjne podejście 
do ochrony środowiska pojawiło się w oficjalnej polityce technolo-
gicznej różnych państw po Raporcie Rzymskim” (1972) [Donella i in. 
1972]. Następnie pod wpływem Raportu Gro Brundtland [1987] Our 
Common Future lansującego tzw. rozwój sustensywny, podejście 
prewencyjne uzyskało wsparcie różnych agencji rządowych zajmują-
cych się ochroną środowiska” [Malik (red.) 2013]. 

Poprzednio wyjaśniałem, że Gro to imię żeńskie, podobnie Donel-
la jest także imieniem żeńskim, a pod imieniem nikt nie podaje swoich 
publikacji. Autorami raportu Klubu Rzymskiego, a nie ,,Raportu 
Rzymskiego”, są następujące osoby: Donella H. Meadows, Dennis L. 
Meadows, Jorgen Randers i William W. Behrens III. 

J. Godlewska [Skup 2009, s. 15], omawiając edukację dla zrów-
noważonego rozwoju (istnieje także narodowa strategia na ten temat), 
określa ją jako „edukację, która umożliwia uczącemu się zdobywanie 
umiejętności, wiedzy i cech zapewniających mu trwały rozwój”. 
Wśród przedmiotów nauczania zapewniających uczącemu się trwały 
rozwój, znajdujemy takie zagadnienia, jak: prawa człowieka, równość 
płci, dobre rządy, gospodarka rynkowa. Na VI Kongresie Obywatel-
skim, który, z udziałem Prezydenta RP, odbył się w Gdańsku w 2011 r. 
omawiano problemy rozwoju i edukacji, i oczywiście rozwoju  
zrównoważonego także. Zgodnie z podtytułem tego Kongresu („Wiel-
kie przewartościowanie”), przewartościowaniu poddano koncepcję 
rozwoju zrównoważonego. Prawdopodobnie bez minimalnej znajo-
mości literatury dotyczącej tego, co w języku angielskim określa się 
jako sustainability (nie ma do niej żadnych odnośników), bazując wy-
łącznie na bliskoznaczności słów zrównoważenie i równowaga, poda-
no własną, polską, interpretację tego pojęcia. Oto ona: „Pojęcie zrów-
noważonego rozwoju rozumiane bywa bardzo różnie, a w zderzeniu z 
problemami dotyczącymi naszego kraju uzyskuje pewien dwoisty 
wymiar. Nie jest bowiem w naszym przypadku głównym problemem 
znalezienie równowagi między wzrostem gospodarczym a wymogami 
ochrony środowiska, na czym skupia się główny nurt globalnego my-
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ślenia o zrównoważonym rozwoju” [Rozwój… 2011, s. 45]. Dla ła-
twiejszego zrozumienia wywodów na ten temat podany jest przykład. 
„Przykładem działania na rzecz zrównoważonego rozwoju może być 
janosikowe” [Rozwój… 2011, s. 48]. 

Prawdziwe przewartościowanie podane jest przez innego autora: 
„Zrównoważony rozwój zaczyna się w zrównoważonym człowieku” 
[Rozwój… 2011, s. 143]. Ten rodzaj człowieka został należycie okre-
ślony: „zrównoważony człowiek to taki, który zaspokaja trzy funda-
mentalne potrzeby, realizując w swoim życiu cele i wartości, które są 
determinowane wewnętrznie i odnoszą się do rozwoju osobistego, 
zakładają autonomię i szacunek do samego siebie, nawiązywanie po-
zytywnych i znaczących relacji z ludźmi oraz uruchomiają działania 
wychodzące poza bezpośredni interes własny, np. działania na rzecz 
dobra wspólnego (co nota bene jest warunkiem rozwoju kapitału spo-
łecznego)” [Rozwój… 2011, s. 144]. 

Chyba można to wszystko podsumować deklaracją inicjatora i or-
ganizatora Polskiego Forum Obywatelskiego: 
„Jesteśmy bowiem przekonani, że na drodze świadomego rozwoju 
naszych metakompetencji możemy ‘przegonić’ Zachód. Nie dogania-
jąc go” [Rozwój… 2011, s. 14]. 

Za pomocą takiej broni jak nasze metakompetencje, świadomie 
rozwinięte, przegonić możemy każdego intruza, a szczególnie takiego, 
który by nam zechciał podrzucać kukułcze jaja w postaci „zrównowa-
żonego picia czy jedzenia”. Oto tylko JEDNO zdanie na temat Sus-
tainable food consumption [Reisch i in. 2013]: “Perhaps the most en-
compassing attempt is that introduced by the UK Sustainable Devel-
opment Commission [2005, 2009], defining „sustainable food and 
drink” as that which is safe, healthy, and nutritious for consumers in 
shops, restaurants, schools, hospitals, and so forth; can meet the needs 
of the less well off at a global scale; provides a viable livelihood for 
farmers, processors, and retailers whose employees enjoy a safe and 
hygienic working environment; respect biophysical and environmental 
limits in its production and processing while reducing energy con-
sumption and improving the wider environment respects the highest 
standards of animal health and welfare compatible with the production 
of affordable food for sectors of society; And supports rural econom-
ics and the diversity of rural culture, in particular by emphasizing lo-
cal products that minimize food miles”.  
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8. Uwagi końcowe 

Walka z określeniem „zrównoważony rozwój” jest być może bezsen-
sowna, ale z myślą o tych, ktorzy jeszcze równoważyć nie zaczęli, a 
sprawa przyszłości planety i ludzkiej egzystencji na niej nie jest im 
obojętna, podaję kilka faktów pod rozwagę. G. Atkinson (wraz ze 
swoim zespołem) już w 1997 r. podał najkrótszą definicję sustainable 
development: development that last, nie kto inny jak K. Arrow defi-
niuje sustainability jako: the maintaince or improvement of well being 
over time, A. Bartlett uważa, że w oryginalnej definicji niepotrzebnie 
nacisk położono na zaspokajanie potrzeb obecnego pokolenia, i dlate-
go proponuje nieco zmodyfikowaną definicję: sustainable deve-
lopment is development that does not compromise the ability of future 
generations to meet their own needs, bo chodzi przecież głównie o 
„zachowanie planety” i „utrzymania” życia na niej. Właśnie to jest 
najistotniejsze, aby zostawić planetę przyszłym pokoleniom w stanie 
nie gorszym niż nam ją przekazano. To jest cel nadrzędny. Jest nawet 
znane takie powiedzenie: planety nie dostaliśmy, wypożyczyliśmy ją 
od naszych wnuków. Nie jest prawdą, że możliwe są strategie win- 
-win, czy nawet jeszcze dziwaczniejsze, win-win-win. Maksymalizacji 
zysku z działalności gospodarczej nie da się pogodzić z trwałością 
środowiska. Nie model trzech filarów powinien stanowić podstawę 
nauki o trwałym rozwoju, lecz model matrioszki, taki w którym go-
spodarka (ekonomia) jest tą najbardziej wewnętrzną matrioszką, pod-
porządkowaną tym, które ją utrzymują (czyli sustain). Nie maksyma-
lizujmy użyteczności przyszłych pokoleń, bo nie mamy ku temu pra-
wa, nie wiemy czy one akurat pragną takiego dobrodziejstwa od nas. 
Użytecznością, którą chcemy im zostawić w spadku nie „zrównowa-
żymy” ich kłopotów, którymi je obarczamy. Nie umiemy przecież 
poradzić sobie z utylizacją odpadów radioaktywnych, ale zostawiamy 
je przyszłym pokoleniom; odpadów tych zostawiamy coraz więcej, i 
pod wodą i zakopanych i na powierzchni ziemi. Wytwarzamy ogrom-
ną ilość syntetycznych związków chemicznych, w obrocie komercyj-
nym jest ich już około 100 000, a jaki mają one wpływ na zdrowie 
(nawet obecnego pokolenia), nie wiadomo, bo badaniu poddano zale-
dwie 200 związków, wszystkie one dostają się do gleby, do wody i do 
atmosfery. Czy Matka Ziemia poradzi sobie z nimi, jeśli tej trucizny o 
nieznanym nam działaniu dostaje coraz więcej? Nad tym się zasta-
nówmy. „Po raz pierwszy w historii samo istnienie ludzkiej rasy zale-
ży od radykalnej odmiany ludzkiego serca” [Fromm 1999, s. 47]. 
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Nie mogło być socjalizmu z ludzką twarzą, niemożliwy był fa-
szyzm z uśmiechniętą twarzą, tak samo niemożliwy jest zielony kapi-
talizm korporacyjny. Nie ważne ile kolektorów słonecznych zainstalu-
je BP na swych stacjach benzynowych, to i tak wciąż jest w czołówce 
największych niszczycieli środowiska, na niewyobrażalną skalę.  
W owczej skórze wilk pozostaje wilkiem. Stać nas wszystkich na od-
mianę serca, nie poddawajmy więc naszych mózgów praniu, w szcze-
gólności poprzez lekturę o zrównoważonym biznesie (i przez ten biz-
nes wydawaną!). W spisie literatury podanej niżej jest wiele prac, 
które można wskazać jako lekturę obowiązkową. Niestety są też po-
zycje, które należy omijać dalekim łukiem. Prawdą jest także i to, że 
ciągle są jeszcze ludzie gotowi użyć swojego mózgu w celu innym niż 
uzyskanie korzyści materialnych, a ponieważ artykuł niniejszy kończę 
pisać 22 kwietnia, to nie wypada zakończyć go inaczej jak życzeniem  

Happy Earth Day! 
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ON THE SUSTAINABLE DEVELOPMENT 

Summary: This paper is based on my Three Conference lectures about the essence of 
sustainable development, and the critical remarks about Polish literature devoted to this 
subject. In all publications examined by me authors made references to the Brundtland 
Report, and quoted definitions of sustainability, but they ignored the fact that this Report 
has been translated into Polish, and definitions are quite different. Without knowing the 
basic literature, and on the basis of merely their own intuition many authors gave interpre-
tations which might be classified as fantasy. This is caused probably by the fact that the 
English adjective sustainable has been incorrectly translated as which means balanced.  

Keywords: sustainable development, planet sustaining, critique Polish vocabulary.  
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Professor Sheynin was born on 
November 29, 1925, in Moscow.  
In 1932−1942 he attended the high 
school, typical “ten-year” high Soviet 
school. In 1951 he graduated from the 
Moscow Institute of Geodesy. He also 
worked as a geodesist in the field, and 
taught geodesy at a geodetic technical 
college, was subeditor of the journal of 
abstracts, Astronomy and Geodesy, and 
a teacher of mathematics in a school. 
For six years he worked as a lecturer  
at the Plekhanov Institute of National 
Economy, in Moscow. In 1959  
he graduated from Moscow State 
University, the Faculty of Mechanics. 
where he defended a dissertation about the error theory. In May 1991 
O. Sheynin moved with his family (wife and the son) to Germany 
(Cologne, then to Berlin). Now he lives in Berlin. He has been a 
German citizen since 2005.  

He works mainly as an independent researcher. His main 
achievement consists in a systematic description of the history of 
probability, of statistics together with its application to natural 
sciences, and of the theory of errors to the time of Kolmogorov and 
Fisher. Professor Sheynin made many disco-veries. These concerned 
Kepler; Lambert; Bayes; Daniel Bernoulli; Euler; Laplace; Poisson; 
Abbe; Bessel; Helmert, Lüroth; Nekrasov; and Chuprov. It is worth 
mentioning his study of stochastic notions in the Bible and the 
Talmud. 
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He found out that Chinese astronomers had discovered sunspots 
not later than in the 13th c.  

Prof. O. Sheynin is considered an expert in the history of 
probability, statistics and theory of errors. He is a member of the 
International Statistical Institute and the International Academy of 

History of Science. 
I would like to start with a very 

short presentation of your enormous 
achievements in the field of the 
historical investigation of mathematical 
sciences. If anybody sees the long list 
of 14 pages of all your publications, 
then they would immediately arrive at 
the question: how was it possible to 
produce so much?  

It is not a very easy task to even 
classify all your publications. I will 

try to divide them into six groups. 
1. Monographs:  
− Theory of Probability. A Historical Essay (in Russian), two edi-

tions, the second (356 pages) published by NG Verlag Berlin in 
2013 

− Theory of Probability. A Historical Essay (in 
English), two editions, the second (271 pages) published 
by NG Verlag Berlin in 2009 
− History of Statistics, NG Verlag, Berlin, 2012  
(p. 176)  
− Studies in the History of Statistics and Probability. 
Collected translations, Berlin, 2009, this monograph of 
211 pages contains the papers translated from Russian 
and German into English accompanied, as usual, with 
valuable remarks and comments. There are five issues of 
these Studies 
− Alexander A. Chuprov: Life, Work, Correspondence 
(Edited by H. Stecker)  

2. Translations of entire books 
− Poisson S.-D., Recherches sur la probabilite des jugements en 

matiere criminelle et en matiere civile, Paris, 1837. Translated into 
English in 2013, and into Russian in 2013 and published by NG 
Verlag Berlin 

Berlin, 2001. With wife Ida (1926-2004) 
and son Michael (b. 1957) 
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− Cournot A. A., Exposition de la theorie des chances et des 
probabilities, Paris, 1834, translated into English and published in 
2013 by NG Verlag Berlin 

− Graunt J., Halley E., Nachala statistiki nasieleniya, medicisnskoy 
statistiki I matiematiki strahovogo dela. This book provides a 
translation into Russian of the classical writings of Graunt and 
Halley, and is supplemented by De Moivre’s Preface to his 
Treatise of Annuites on Lives, and a fragment of Halley’s letter to 
Hooke. 
Apart from the translation, the book contains highly valuable 

explanations concerning the language of that period. 
3. Bernoulli J., Iskustvo predpoloshenij, czasti 1-3, translation into 

Russian of the first three parts of Ars conjectandi, supplemented 
with interesting and valuable comments. 

4. Thirteen volumes of Chrestomatia po Istorii Teorii Veroiatnostei  
i Statistiki (in Russian), the first one published in 2006, and the 
last one in 2014. 
All of the above are available on the website www.sheynin.de,  

      copied by Google: Google, Oscar Sheynin. Home.  
5. Translations of hundreds of manuscripts, papers, and parts of 

books, which were published in the most prestigious journals of 
the world, including Archive for History of Exact Sciences, 
Biometrika, Historia Mathematica, Jahrbücher für Nationlöko-
nomie und Statistik, Historia Scientiarum (Tokyo), Nature, 
Bulletin of the International Statistical Institute, Arabic Sciences 
and Philosophy, Mathematical Scientist, British Journal of 
Mathematical and Statistical Psychology, Studies in the History of 
Statistics and Probability. 

6. Translations into Russian of your own original works published in 
English 

7. Hundreds of Reviews published mostly in Novye Knigi za 
Rubezhom, Zentralblatt MATH, Isis, Matematika 

 

http://www.sheynin.de/
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Interview with Professor Oscar Sheynin 
 
Walenty Ostasiewicz (WO):  
Dear Oscar Borisovitch, thank you very much for accepting my 
invitation for an interview on the occasion of your 90th birthday. 
Please accept our best wishes 
Happy Birthday to You! 

Многая лета, Многоуважаемый Оскар Борисович! 

Astonishing is the fact that all of your publications were probably 
prepared without the aid of an army of secretaries and assistants.  
I suspect that for many years you were acting as a one-person non-
profit organization.  
Is it true?  

Oscar Sheynin (OS): I have been working all alone. Many books 
were published by a single Russian old man (NG Verlag in Berlin) in 
15–20 copies. My son paid the publisher (not really much), and now I 
am printing the same number of copies by a Copyshop (cheaper and 
simpler).  

WO: There were always problems with the proper spelling of Russian 
names. How is it in the case of your name, which originally is the 
following: 

Шейнин Оскар Борисович 
OS: Soviet authorities gave me my passport for traveling abroad and 
the horrible Oskar Cheinine is their way of spelling my name in 
French. Oskar Cheinine is their way of spelling my name in 
French (as it was then officially done), but Oskar is German rather 
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than French so I became half German and half French. I was never 
happy with it. 
WO: Alles ist klar! So, gehen wir weiter Professor Sheynin, you have 
been living in Berlin for more than 20 years, exactly 23 years, do you 
remember your first “visit” to this city, how was it? How long were 
you there? Did you speak German then? 

OS:  The middle parts of most wide streets were covered by neat piles 
of bricks from ruined houses. The U-Bahn from 
the Russian sector stopped at its borders. An 
employee of the U-Bahn at every station 
announced through a loudspeaker (if I am not 
mistaken) Aufsteigen – Zurückbleiben – and 
something for the third time. Perhaps Abfahren.  
I heard a German complaining to another man, 
both were waiting for a tram (I also): kein Strom 
und das Rathaus brennt Tag und Nacht. The 
Rathaus: occupied by Soviet local military 
authorities. German doctors were not allowed to 
treat Soviet military men.  

WO: How long were you there? Did you speak 
German at that time? 

OS: Only a few weeks. The Anglo-American school (also the German 
and French schools) was closed in 1936 or 1937 and I continued 
studying in a usual Russian school, I had to learn German (against my 
wishes, I thought that English was enough). 

WO: You have delved into a lot of archives, probably in different 
countries, how much time did you spend there? Did you have any 
problems accessing rare manuscripts? 

OS: I spent several weeks in a Moscow archive studying the 
Chuprov papers. I would have gladly studied in some Moscow 
archives but for me this is too difficult now. Some libraries had 
special departments, studying there was only possible after 
receiving special permission. (Books and periodicals considered 
harmful or possibly harmful). I wrote about this in my lengthy 
biography. I received materials from archives in Sweden, the USA 
and Göttingen by mail. 

 

Berlin, 1946 
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WO: Before asking the next questions, let me quote a line from one of 
your works: 
Charakterleistungen sind ebeso Wert wie wissenschftliche. In my 
opinion, personality is of great importance; there are people holding a 
title of professor but with no personality. How did it happen that 
without any institutional or financial support you have managed to 
publish so much ? Furthermore, how is that the fruits of your hard 
work are offered free to anyone who desires it? 

OS: Studying history of math (or translating pertinent literature) is 
extremely pleasant for me, it is the work of my life. Money is less than 
secondary. My natural inclination and education caused me to study 
and write comprehensively. I had to teach mathematics (for a short 
period I worked as a geodesist). 

WO: Your life was not strewn with roses, for five long years you 
were unemployed. Was it the communist principle, to anyone 
according to his needs ?  

OS: Stalin was The Damned and communism was responsible for all 
the horrible events of the 20th century except World War I, but 
including the rise of militant Islam occasioned by the Soviet invasion 
of Afghanistan. I lived in the Soviet Union and hated its political 
system. Life was regulated. I was most likely suspected of being alien 
to the system.  

WO: How did you manage to live and to work while being 
unemployed? Was it your decision to remain unemployed for such  
a long time? 

OS: We had some savings and my wife continued working. I could 
have only worked as (say) a watchman but preferred to continue my 
scientific work. Much more can be found in my Russian biography 
(my website, document 32). 

WO: Now, more about Charakterleistungen. Could you tell us about 
your motives behind the decision to offer the fruits of your hard work 
free of charge instead of selling your copyrights to some company?  

OS: Over the years, I have made a few attempts to publish properly 
some of my materials, but unsuccessfully. The history of math is not  
a favourite topic for publishing houses, my work is not to their taste 
and no institute is backing me. One exception: my book about 
Chuprov, Editor: the late Prof Heinrich Strecker, a student of 
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Anderson who was a student of Chuprov. Strecker told me that he felt 
himself to be a grandson of Chuprov.  

WO:  Did you type all of the thousands of pages of your works 
yourself? The 13 volumes of the Chrestomatia alone amounts to more 
than 2000 pages!  

OS: Who else? 

WO: If someone decide to create a pantheon of ten statisticians, and 
would ask you for recommendation, who would you recommend?  

OS: Jakob Bernoulli, A. De Moivre, T. Bayes, D. Bernoulli, P.S. 
Laplace, C.F. Gauss, K. Pearson, R.A. Fisher, H. Cramér, S.S. Wilks, 
A. Hald. Chebyshev and a few other most eminent scholars were not 
really statisticians.  

WO: Do you know any Pole who has significantly contributed to 
Statistics as a science? 

OS: Ladislaus von Bortkiewicz (a Russian Pole). Sygmund 
Revkovskii’s treatise is lost. Prof. Wieslaw was unable to find a single 
copy. Smoluchowski (statistical physics). Neyman who became an 
American scientist. He is the only one in the 20th century whom I 
know about (not really much). There were others in the 20th century.  

WO: What is your opinion on the Neyman-Pearson dispute? 

OS: Among the events of the 20th century I only studied Poincaré 
and Markov, and partly Pearson (Karl not Egon). 

WO: What do you think about the Glivenko-Cantelli theorem? In the 
majority of the textbooks it is considered “the main statistical 
theorem”? However, you did not even mention it in your history. 
Could you tell us why? 

OS: Same reason: 20th century.  

WO: And a related question: is the name of the Gauss-Markov 
theorem historically correct? 

OS: … see the beginning of § 14.2 of my English Theory of 
probability. Historical essay. Neyman invented it in 1934 but later 
discovered his mistake. There is no such theorem at all.  

WO: You have stated that in scarcely populated branches of 
mathematics everyone knows almost everyone else. Do you know 
some historians from our late ‘socialist bloc’? 
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OS: I barely know historians of mathematics. In Russia Sergei 
Demidov. In probability, there seems to be no one at all. 

WO: You speak fluently four important languages: Russian, English, 
French and German. I am very anxious to know which one of them is 
the most suitable to express human thought? 

OS: Fluently I speak English but no other language. There is an 
English saying Trade follows the flag. I say: Language follows 
science. Computer language is mostly English. In ordinary life, there 
should be as little borrowing from other languages as possible; the 
French have invented a new word for their language: Frenglish! Too 
bad. In 1873 Alph. DeCandolle foresaw that English will become the 
international language for science.  

WO: The following question is related to the previous one: is it 
possible to translate я знаю что вертится земля …? 

OS: The Earth rotates, he knew it well, but a family man was he. 

WO: Thank you very much for your time and the interesting 
interview. Before we end, would you like to convey any special 
messages for Polish readers? 

OS: Read the New Testament carefully and convince yourselves in 
that the Devil entered Judas and actually ordered him to betray Jesus. 

---in that SOME Jews demanded the death of Jesus whom they 
believed IN GOOD FAITH to be a dangerous heretic rather than Son 
of God . I sent you a manuscript in Russian and English in which I 
described this in detail. 

WO: Thank you very much. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 
STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

 

 

 

  

 

Celebrating the 90th Birthday of Professor Oscar Sheynin 217 

Excerpt from the book 
 
Theory of Probability and Statistics as Exemplified in Short 
Dictums,  
Berlin 2009, ISBN 3-93817-98-6 www.sheynin.de 
 
This book contains first-ever collection of short sayings on probability 
and statistics expressed by men of science.  
In total, 832 sayings are arranged into 5 big groups:  

1. Theory of Probability 
2. Statistics and Mathematical Statistics 
3. Mathematical Treatments of Observations 
4. Randomness 

Below are four excerpts.  
1. The first concerns the origin of the notion of “Moral 

expectation”, which plays a fundamental role in the theory of rational 
decision making. 

2. The second one traces the emergence of the notion of errors of 
the first and second kind as far back as 1716.  

3. The third concerns the extraordinary women to whom the 
study of statistics was a religious duty, this is Florence Nightingale.  

4. The fourth is about Ladislav von Bortkiewicz who was called 
the Pope of Statistics.  
 
 

http://www.sheynin.de/
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Streszczenie: James J. Heckman,  ekonomista zaliczany do  tzw. szkoły chicagowskiej, 
został uhonorowany Nagrodą imienia Nobla w roku 2000. Jego głównym wkładem w dzie-
dzinę mikroekonomii były statystyczne metody wyciągania wniosków z danych pochodzą-
cych z  wyselekcjonowanych prób. Na polu nauk społecznych Heckman stał się jednym  
z czołowych badaczy interesujących się zagadnieniami dyskryminacji rasowej oraz edukacji, 
ze szczególnym naciskiem na pozapoznawcze aspekty wczesnego nauczania. 

Słowa kluczowe: model ekonometryczny; wyselekcjonowana próba; pozapoznawcze 
aspekty nauczania; J.J. Heckman. 

1. Wstęp 

W 1944 r., w Chicago, w pobliżu słynącego z wolnorynkowych eko-
nomistów Uniwersytetu Chicagowskiego, przyszedł na świat pewien 
chłopiec. 

Istnieją niezmiernie interesujące badania wskazujące na pozornie 
absurdalne w swej prostocie zależności: że osoby o imieniu zaczyna-
jącym się na głoskę „den” (Dennis, Denice,...) częściej, niżby to wy-
nikało z reprezentacji w ogóle populacji, zostają dentystami; nato-
miast Lawrence czy Laura z większym prawdopodobieństwem wybio-
rą zawód prawnika (ang. lawyer) [Pelham i in. 2002]. 

W tym kontekście można się zastanowić: czy zupełnym przypad-
kiem stało się tak, że ów chłopiec z pobliża Uniwersytetu Chicagow-
skiego, po różnych peregrynacjach, zarówno geograficznych, jak i 
intelektualnych, powrócił w obydwu znaczeniach do miejsca swoich 
narodzin? Mowa bowiem o Jamesie Josephie Heckmanie, profesorze 
Uniwersytetu Chicagowskiego, wielbicielu Miltona Friedmana, kole-
dze Gary’ego Beckera, laureacie Nagrody Banku Szwecji imienia 
Alfreda Nobla za rok 2000. 
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2. Peregrynacje 

We wczesnym dzieciństwie małego Jamesa rodzina przeprowadziła się 
na południe Stanów Zjednoczonych. Tam przyszły uczony doświadczył 
istnienia segregacji rasowej i – jak sam pisał w swojej nocie autobiogra-
ficznej – uwrażliwił się na losy mniejszości, który to wątek przewijać się 
będzie w jego późniejszej pracy naukowej. Rys osobisty tej wrażliwości 
nadała przyjaźń ze studentem nigeryjskiego pochodzenia. 

Jak w przypadku wielu innych ekonomistów, ekonomia nie była 
pierwszym naukowym wyborem Heckmana. W latach edukacji na 
poziomie odpowiadającym polskiemu liceum, w Lakewood, Heckman 
zafascynowany był fizyką, pozostając pod silnym wpływem Franka 
Oppenheimera. Interesującym faktem jest to, iż Frank Oppenheimer – 
brat sławniejszego niż on sam „ojca bomby atomowej” – był człon-
kiem Partii Komunistycznej. Jakże dalekie są idee komunistyczne od 
gloryfikacji wolnego rynku przez późniejszych mentorów Heckmana. 
Jednakże, jeśli nie wizja społeczeństwa, to przynajmniej metodyka 
badań zaszczepiona została przez Oppenheimera młodszemu podo-
piecznemu: w dalszym ciągu pracy naukowej, nawet po zmianie dzie-
dziny na ekonomię, Heckman przykładał największą wagę do kon-
frontowania teorii z danymi empirycznymi. 

Porzuciwszy fizykę, Heckman kontynuował naukę w Kolorado 
Springs, jako specjalność wybierając z kolei matematykę. Uzyskany w 
ten sposób bogaty zestaw matematycznych narzędzi stanowił drugi 
filar – po solidnym wprowadzeniu w metodologię nauk empirycznych 
– umożliwiający podjęcie badań w dziedzinie, która miała okazać się 
jego docelowym portem: mikroekonomii. 

Pierwsze głębsze spotkanie z ekonomią i w szczególności Chica-
gowską jej szkołą miało miejsce tuż po ukończeniu koledżu. Krótki 
okres nauki na Uniwersytecie w Chicago zrodził fascynację ideami 
Miltona Friedmana. Nim koniec końców osiadł na stałe na tej uczelni, 
już jako badacz a nie student, Heckman zaliczył w międzyczasie Prin-
ceton i Uniwersytet Columbia. Jednakże, przemieszczając się w sensie 
geograficznym, pozostawał już stałym w swoich naukowych wybo-
rach, pogłębiając je tylko i poszerzając. Stopniowo klarowało się zain-
teresowanie Heckmana rozwijaniem i wykorzystywaniem metod eko-
nometrycznych w zastosowaniu do badania rynku pracy i możliwości 
wpływu na niego za pomocą różnych interwencji i programów. Tym 
samym, zostając w 1974 r. profesorem Uniwersytetu w Chicago, 
Heckman wpisywał się już zdecydowanie w dziedzinę mikroekonomii, 
w odróżnieniu od siostrzanej dziedziny – ekonomii w skali makro. 
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Jeśli spojrzeć na werdykty Królewskiej Szwedzkiej Akademii Na-
uk, przyznającej od 1969 r. Nagrody imienia Nobla w dziedzinie eko-
nomii, mikro- i makroekonomia pojawiają się w równych proporcjach. 
Niektórzy ekonomiści, jak John Kenneth Galbraith, w ogóle uważają 
takie rozróżnienie za sztuczne. Co prawda te subdziedziny różnią się 
obiektem swoich badań: wybranych sektorów gospodarki bądź gospo-
darką jako całością, jednakże obie one opierają się na analizie działań 
jednostek, ich reakcji na bodźce płynące z rynku i od innych konsu-
mentów. Etymologicznie, samo określenie „ekonomia” z języka grec-
kiego oznacza zasady prowadzenia gospodarstwa domowego, co suge-
ruje raczej operowanie w skali „mikro”. „Poza opłotki gospodarstwa 
domowego” [Klimczak 2015] myśl ekonomiczna wyszła na początku 
wieku XVII, za sprawą merkantylistów, którzy po raz pierwszy użyli 
określenia „ekonomia polityczna”. 

Idee późniejszych teoretyków ekonomii mieszały ze sobą moty-
wacje poszczególnych jednostek i działanie rynku jako całości. Wy-
znacznikiem myśli makroekonomicznej mogłoby być może postulo-
wanie emergentnych własności globalnej gospodarki. Po raz pierwszy 
wątek ten pojawił się u fizjokratów, zakładających, iż gospodarka 
rządzi się autonomicznymi prawami, niezależnymi od działań po-
szczególnych jednostek. Abstrahując od ontologicznego statusu tych 
domniemanych praw, również współcześnie makroekonomia posługu-
je się bardziej „zagregowanymi” równaniami na podobieństwo termo-
dynamiki fenomenologicznej, uśredniając poniekąd po licznych indy-
widuach. Mikroekonomia tymczasem skupia się raczej na budowaniu 
modeli, opisujących (i przewidujących) decyzje pojedynczych uczest-
ników rynku, wchodząc w nierozerwalny związek z ekonometrią.  
Z matematycznego punktu widzenia tworzenie – a raczej rozwiązy-
wanie – takich modeli wymaga albo wyrafinowanych narzędzi mate-
matycznych, albo niesamowitych mocy obliczeniowych. Ku niekła-
manemu żalowi wielu naukowców o staroświeckim zamiłowaniu do 
obliczeń analitycznych, rozwój technologii komputerowych powodu-
je, że sprytne przybliżenia coraz bardziej tracą na wartości, stając się 
estetycznymi ciekawostkami. Studenci wciąż uczeni są eleganckiego 
twierdzenia de Moivre’a-Laplace’a, choć większość programów kom-
puterowych potrafi poradzić sobie ze ścisłymi obliczeniami nume-
rycznymi nawet dla dużych prób. Być może nieodległy jest już  
moment, gdy ktoś zdecyduje, że to przybliżenie nie jest obecnie do 
niczego potrzebne. Być może również, gdyby Heckman opracował 
poprawkę nazwaną jego nazwiskiem na początku XXI w., zamiast  
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w latach 70. XX w., nie zostałby wyróżniony Nagrodą imienia Nobla 
za swój wkład w dziedzinę analizy ekonomicznej – a przynajmniej, 
nie za ten element swojego wkładu. Nim jednak przyjrzymy się do-
kładniej dość technicznemu osiągnięciu Heckmana, spójrzmy bliżej na 
to, co leży u podstaw formułowania modeli mikroekonomicznych. 
Podstaw, podkreślmy, obecnie dość kontrowersyjnych, a będących 
jednym z przedmiotów, w których nasz bohater również zabierał głos 
na forum naukowym i publicznym. 

3. Szkoła chicagowska i racjonalność 

Pierwszą znaczącą próbą opisania indywidualnych wyborów konsu-
menckich były zasady zapostulowane przez szwajcarskiego matema-
tyka, Mikołaja Bernoulliego (1695–1726). Wedle nich, jednostki do-
konywały racjonalnych wyborów dzięki przewidywaniu stopnia satys-
fakcji z dokonania takiego czy innego zakupu. Interesujące, że pomi-
mo upływu trzech wieków i wysiłków niezliczonych następców, wy-
posażonych w o wiele lepsze narzędzia, zarówno eksperymentalne, 
jak i obliczeniowe, wśród naukowców działających na polu ekonomii 
wciąż toczy się spór o zasadność tego modelu: stopień racjonalności 
oraz przewidywalność ludzkich wyborów. 

W obronie naszego rozsądku powstawały kolejno różne teorie: hi-
poteza oczekiwań adaptacyjnych, teoria racjonalnych oczekiwań, teo-
ria oczekiwanej użyteczności... Tymczasem ludzie uparcie bronią się 
przed wpasowaniem w schematy jakichkolwiek matematycznych ak-
sjomatów, zadziwiając i irytując badaczy swoimi niekonsekwentnymi 
i nieprzewidywalnymi zachowaniami. 

Stosunkowo nowoczesnym trendem w nauce jest podkreślanie te-
go żywotnego anarchizmu ludzkich decyzji. Jednakże od chwili swo-
ich narodzin nurt ten przebojem niemalże zdobywa kolejnych zwolen-
ników, również wśród oczytanych laików. Na gruncie psychologii  
i ekonomii behawioralnej wielokrotnie udowadniano, iż decyzje  
jednostek ludzkich nie spełniają zakładanych w neoklasycznej teorii 
ekonomii aksjomatów. Można by pokusić się o złośliwość i stwier-
dzić, że sama Królewska Szwedzka Akademia Nauk jest ucieleśnie-
niem niekonsekwencji wyborów, przyznając najważniejszą ekono-
miczną nagrodę na przemian: zwolennikom poglądu o racjonalności 
oraz piewcom irracjonalności uczestników rynku. 

Jako pierwszy, z ideami ograniczonej racjonalności, przebił się do 
głównego nurtu nauki Herbert Simon [1957]. Za swoje prace, ukazu-
jące, iż ludzie zazwyczaj nie poszukują rozwiązań najlepszych, a je-
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dynie dostatecznie dobrych, uhonorowany został Nagrodą imienia 
Nobla w 1978 r. Dziś, gdy na półkach w księgarniach zalegają stosy 
książek o tytułach typu Żyj wystarczająco dobrze [Jucewicz i Sro-
czyński 2013] czy A Good Enough Parent [Bettelheim 1987] wyda-
wać się to może niemalże truizmem. Dodatkowo, tacy badacze jak 
Barry Schwarz podnoszą, iż dążenie do optymalizacji decyzji jest naj-
prostszą drogą do unieszczęśliwienia się [Schwarz 2013]. Co jeszcze 
ciekawsze, badania zupełnie odległe od ekonomicznych teorii zacho-
wań konsumenckich pokazują, iż stuprocentowa racjonalność jest w 
istocie irracjonalna i uniemożliwia życie. Neuronaukowiec Antonio 
Damasio opisuje przypadek pacjenta, któremu specyficzne uszkodze-
nie mózgu „wyłączyło” emocjonalny komponent podejmowania decy-
zji [Damasio 2000]. Okazało się, że najprostsze czynności – typu 
ubieranie butów – wymagają, jeśli podchodzić do nich ściśle racjonal-
nie, zbyt wielkich mocy obliczeniowych i powodują zawieszenie sys-
temu. Bo istotnie: jak rozważyć wszystkie za i przeciw nałożeniu buta 
prawego przed lewym? Przypomina to sytuację osiołka Buridana, 
któremu absolutnie symetryczna sytuacja dwóch źródeł pożywienia 
uniemożliwia podjęcie decyzji (doskonała symetria!) i powoduje 
śmierć głodową. Pewna doza bezmyślności, losowości, czy nawet 
lekka nerwica natręctw („za nic w świecie nie rozpoczynać od lewego 
buta!”) mają w podobnych sytuacjach niekwestionowane zalety. 

Po raz kolejny Nagroda imienia Nobla trafiła w ręce osoby kwe-
stionującej ludzką racjonalność w roku 2002. Otrzymał ją psycholog, 
Daniel Kahneman, który poszedł krok dalej niż Simon. Wskazywał on 
bowiem nie tylko na ograniczenia racjonalności. To było jeszcze może 
do przełknięcia: nawet programy komputerowe znajdują często tylko 
„lokalne” ekstremum, nie będąc w stanie przeszukać całego pejzażu 
możliwości w celu zidentyfikowania ekstremum „globalnego”. Nie 
poprzestając na tym, Kahneman – wespół z Amosem Tverskim – pod-
kreślał jawną irracjonalność zachowań. To było jak policzek wymie-
rzony naszemu intelektowi. Bo jak inaczej odebrać rewelacje, iż nasze 
decyzje są inne w zależności od tego, czy rezultat przedstawiony nam 
zostanie jako czterdziestoprocentowe prawdopodobieństwo wygranej 
czy też sześćdziesięcioprocentowe prawdopodobieństwo przegranej? 
Wszak wiadomo, że jedno i drugie sformułowanie oznacza to samo. 
Oznacza to samo, ale stanowi inną perspektywę, wskazywali naukow-
cy badający tę sytuację i wiele podobnych [Kahneman 2012]. 

Wielu badaczy zaczęło wskazywać, iż zamiast załamywać ręce 
nad tym godnym ubolewania stanem rzeczy, należałoby lepiej rozpo-
znać skróty – czyli heurystyki – jakimi posługuje się przeciętny ludzki 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 

STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

226 Katarzyna Ostasiewicz 

umysł. Częściowo po to, aby uniknąć ich negatywnych skutków. Ro-
bert J. Schiller, laureat Nagrody imienia Nobla z 2013 r. i autor książ-
ki Zwierzęce instynkty [Akerlof i Schiller 2011] – nie mając złudzeń 
odnośnie racjonalności i efektywności ludzkich poczynań, co najmniej 
na rok przed wielkim krachem przestrzegał przed pęknięciem bańki 
nieruchomościowej. Inni autorzy, jak Richard H. Thaler, współautor 
książki Impuls [Thaler i Sunstein 2008], idą jeszcze dalej, proponując 
zaprząc nasze bezrozumne inklinacje w służbę budowania lepszego 
życia dla wszystkich. Wskazują, że właściwe rządowe interwencje – 
jak na przykład tworzenie odpowiednich „opcji domyślnych” – skut-
kować może znacznie korzystniejszym społecznie wynikiem. Najbar-
dziej znanym przykładem jest różnica w procencie dawców organów 
w, przykładowo, Niemczech (12%) i Austrii (niemal 100%). Kraje te, 
bardzo zbliżone kulturowo, różnią się jeśli chodzi o dawstwo organów 
tym, iż w Niemczech należy wyrazić świadomą zgodę na bycie daw-
cą, natomiast w Austrii zgoda jest opcją domyślną – choć każdy oby-
watel ma prawo złożyć deklarację odmowy. 

Sądząc po ilości publikacji na temat irracjonalności – zarówno na-
ukowych, jak i przeznaczonych dla szerokiego odbiorcy – wydawać 
by się mogło, iż jej istnienie w ludzkim myśleniu zostało już po-
wszechnie zaakceptowane. Kwestią, o którą toczyć się może spór jest 
to, czy irracjonalność ta jest błogosławieństwem (zalety intuicji i 
szybkiego przetwarzania informacji) – jak przekonuje na przykład 
Dan Ariely w Zaletach irracjonalności [Ariely 2010] – czy też prze-
kleństwem (wszystkie manowce, na jakie nas wiedzie). A jednak –  
o dziwo! – teoria racjonalnego wyboru miewa się całkiem dobrze. 
Broniona jest na różnorakie sposoby. Niektórzy postulują quasi- 
-racjonalność ekonomiczną, widoczną w większej skali, jeśli nie  
w działaniach jednostek. Przypomina to dyskusje z początków for-
mowania się statystyki jako dziedziny naukowej: jak pogodzić wolną 
wolę ludzi z obserwowanymi wzorcami wyłaniającymi się na pozio-
mie całych społeczeństw? W podobny sposób irracjonalne bądź nawet 
chaotyczne działania poszczególnych osób mogą komponować się w 
większy wzór mający znamiona racjonalności. Wszak, jak zauważa 
Gary Becker [1962], każda decyzja ekonomiczna ograniczona jest 
dostępnymi środkami, a nawet najbardziej irracjonalna firma nie może 
na dłuższą metę podejmować deficytowych działań. W opinii oponen-
tów, takie próby utrzymania postulatu racjonalności są jednakże nie-
mal desperackim już dążeniem za wszelką cenę do zachowania zgrab-
nego aparatu teoretycznego, wypracowywanego przez pokolenia eko-
nomistów. Warto zwrócić uwagę na jeszcze jeden – dla niektórych 
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najważniejszy, bo ideologiczny – aspekt sporu o racjonalność. Otóż 
dla wielu wyznawców poglądu o racjonalności działań podmiotów 
gospodarczych jest on dostatecznym argumentem przeciwko większo-
ści możliwych regulacji wolnego rynku. 

James Heckman zasadniczo utożsamia się z chicagowską szkołą 
ekonomii. Niemniej, pod niektórymi względami pozwala sobie na – 
jak sam to określa – „herezje” [Heckman 2010b]. Choć przyznać trze-
ba, że w kwestii racjonalności nawet najbardziej ikoniczni przedsta-
wiciele szkoły chicagowskiej nie zawsze są tak skrajni, jak się po-
wszechnie przyjmuje. W jednym z wywiadów Heckman [2010b] 
przytacza wypowiedź samego Miltona Friedmana. Po wysłuchaniu 
obrony doktoratu zagorzałego wyznawcy szkoły chicagowskiej – przy 
czym praca doktorska dotyczyła właśnie teorii racjonalnych oczeki-
wań – Friedman miał wygłosić następujący komentarz: „Myślę, że to 
dobry pomysł, ale ci faceci poszli z nim o wiele za daleko”. 

Najdalej poszedł prawdopodobnie Robert Lucas, z którego nazwi-
skiem teoria racjonalnych oczekiwań jest powszechnie kojarzona. 
Twierdził on, iż podejmowanie decyzji na podstawie modeli ekono-
metrycznych opartych na historycznych danych jest z gruntu wiodące 
na manowce, gdyż każdy (racjonalny) gracz rynkowy ma dostęp do 
tych samych informacji i wyciąga te same (racjonalne) wnioski. Sama 
prognoza staje się zatem niejako elementem układanki, który należa-
łoby uwzględnić. W szczególności Lucas twierdził, iż polityka rządu 
sterującego inflacją w celu zmniejszenia stopy bezrobocia będzie 
wpływała na oczekiwania przedsiębiorców odnośnie stopy inflacji –  
a co za tym idzie – na ich decyzje o zatrudnianiu. Wywody te znane są 
pod nazwą „krytyki Lucasa”. Określenie „krytyka Lucasa” może być 
jednak rozumiane dwojako. W konwencjonalnych sensie, znanym  
z podręczników ekonomii, jest to krytyka autorstwa Lucasa. Można 
pokusić się jednakże również o inne rozumienie i skrytykować Lucasa. 
Tego właśnie dokonuje Heckman, twierdząc w wywiadzie: „[...] Dane 
odrzucają teorię [racjonalnych oczekiwań]. Lucas [...] zajmuje się 
głównie teorią. Nie stawia zbyt wielu stwierdzeń empirycznych” 
[Heckman 2010b, s. 4] – które, zaznaczmy, mogłyby zostać poddane 
falsyfikacji. Heckman, jako adept fizyki w młodych latach, doskonale 
zdaje sobie sprawę z metodologii nauk empirycznych. „Nie sadzę”, 
dodał lojalnie, „by Bob dał się ponieść. Ale niektórzy z jego uczniów 
tak. To się często zdarza. Im niżej się przesuwamy w łańcuchu po-
karmowym, tym więcej zaciekłych i fanatycznych wyznawców” 
[Heckman 2010b, s. 4]. 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 

STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

228 Katarzyna Ostasiewicz 

Pomimo tego – zdawałoby się – wyważonego podejścia, Heckman 
nie zgadza się z Schillerem, iż za kryzys w branży nieruchomości od-
powiedzialne były „zwierzęce instynkty”. Przeciwnie, twierdzi. Ludzie 
zachowywali się adekwatnie do sygnałów płynących z rynku. Kwestią 
zasadniczą jest to, iż to rynek reagował zbyt wolno na zmieniającą się 
sytuację. Żadne dane empiryczne, upiera się Heckman, nigdy nie pod-
ważyły stwierdzenia, iż ludzie i podmioty gospodarcze w racjonalny 
sposób reagują na rynkowe bodźce [Heckman 2010b] (Zauważmy, iż 
nie jest to tożsame z hipotezą racjonalnych oczekiwań, zakładającą 
dużo większe możliwości intelektualne i perspektywiczne uczestników 
rynku). Heckman nie komentuje przy tym w żaden sposób choćby re-
zultatów eksperymentów typu „ultimatum”, w których uczestnicy od-
rzucają ewidentnie korzystne propozycje, gdy zostają one uznane za 
„niesprawiedliwe”. Cieszący się sporą popularnością w Internecie fil-
mik, pokazujący identyczne oburzenie moralne małpek kapucynek, 
postawionych w obliczu „nieuczciwej” – acz korzystnej – oferty (pre-
zentacja oparta na eksperymentach Fransa de Waala [de Waal 2013]), 
zdaje się uzasadniać użycie przez Akerlofa i Schillera określenia „zwie-
rzęce instynkty” w tytule książki opozycyjnej do Heckmana. 

Tak czy siak, zauważmy, że aby bronić jednego z filarów chica-
gowskiej szkoły ekonomicznej, Heckman zmuszony jest podważać 
inny: hipotezę o efektywności rynku. Najwyraźniej nie jest, wbrew 
stereotypowi, aż tak entuzjastycznym zwolennikiem deregulacji, gdyż 
w wywiadzie wręcz zarzuca zbyt małe regulacje sektora finansowego, 
prowadzące do kryzysów, w szczególności ostatniego wielkiego kry-
zysu światowej gospodarki. 

Jak widać, chicagowska szkoła – wbrew pozorom – nie jest mono-
litem, jeśli chodzi o poglądy. Sam Heckman zauważa w wywiadzie: 
„Mamy tu wielką różnorodność. Możesz przejść się od gabinetu do 
gabinetu i poznać zupełnie odmienne punkty widzenia” [Heckman 
2013]. Wydaje się, że w jego przypadku kluczową rolę odgrywa zako-
rzenienie w twardych danych. Jak zobaczymy później, Heckman jest 
bardziej Heckmanem, niż ekonomistą szkoły chicagowskiej. 

Dane społeczne i ekonomiczne mają przeważnie zupełnie odmien-
ny charakter niż dane uzyskiwane w eksperymentach fizycznych czy 
innych dziedzinach nauk przyrodniczych. Przede wszystkim, zazwy-
czaj są one rezultatem pewnych „eksperymentów naturalnych”, nad 
którymi badacz nie ma żadnej kontroli. Jego rolą jest natomiast zro-
bienie jak najlepszego użytku z niepełnych wyników. Jest jak detek-
tyw, którego zadaniem jest połączenie dostępnych kropek w cało-
ściowy kształt. Rzecz jasna, możliwości tych połączeń jest przeważnie 
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bardzo wiele. Należy to zatem zrobić w sposób najbardziej wiarygod-
ny, i tu na scenę wkraczają statystyczne metody opracowywania da-
nych – czyli działka, za którą Heckman uhonorowany został Nagrodą 
imienia Nobla. 

4. Dane, modele i przyczynowość 

Mikroekonomia rozwinęła skrzydła dopiero jakoś koło połowy ubie-
głego wieku. Przyczyny jakościowego niemal skoku były z grubsza 
rzecz ujmując trzy [Donohue 2001]. Po pierwsze, dzięki decyzjom 
politycznym dostępne stały się całe zbiory danych dotyczących poje-
dynczych uczestników rynku. Po drugie, moce obliczeniowe kompu-
terów wzrosły na tyle, że realistycznym stało się ogarnięcie tych mi-
lionów liczb. Po trzecie w końcu, katalizowany prawdopodobnie przez 
dwa pierwsze, intelektualny wysiłek wielu zdolnych uczonych uzbroił 
badaczy w konceptualne narzędzia i idee, leżące u podstaw pracy z 
danymi. 

Choć w mediach co i raz pojawiają się doniesienia polegające na 
wyciąganiu wniosków z dostępnych danych, w znacznej mierze są one 
niewiarygodne z naukowego punktu widzenia. Jeśli na opakowaniu 
kremu do twarzy przeczytamy, iż niemal 86% użytkowników raportu-
je poprawę stanu skóry po jego użyciu, a następnie doczytamy napisa-
ne drobnym drukiem wyjaśnienie, że badanych było 7 osób, budzić to 
może tylko pobłażliwy uśmiech. Wiele innych jednakże badań, publi-
kowanych nawet w poważnych opracowaniach czy publikacjach nau-
kowych i mających pretensje do ścisłości, cechuje się wieloma niedo-
ciągnięciami metodycznymi. Częstokroć są one nawet zamierzone, jak 
to nieraz ujawniano w przypadku badań sponsorowanych przez firmy 
farmaceutyczne [Goldacre 2013]. Często jednakże szczere chęci  
i uczciwość badawcza padają ofiarą pewnej naiwności w pojmowaniu 
przyczynowości i prób identyfikowania czynników sprawczych. 

Choć tak zdroworozsądkowa, przyczynowość – oraz jej poznawal-
ność – bywała kwestionowana od dawna. Najsłynniejszej być może 
krytyce poddał ją osiemnastowieczny historyk i filozof, David Hume. 
Skąd wiedzieć możemy, stawiał pytanie, że naciśnięcie spustu strzelby  
i następujący po nim huk są powiązane przyczynowo? Być może, zło-
śliwy służący wyjął ze strzelby naboje, a stojąc za naszymi plecami 
wytwarza huk za każdym razem, gdy naciskamy spust [Hume 1777]. 

Pomni na możliwość rozmaitych sztuczek świata przyrody i świata 
społecznego, nie ograniczających się do celowych złośliwości służą-
cych, naukowcy od dziesięcioleci starają się wypracować metodologię 
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identyfikowania przyczyn sprawczych. Bo tak naprawdę tym, co jest 
istotne w nauce stosowanej, jest możliwość zaprzęgnięcia jej do zmie-
niania świata – a co za tym idzie, przewidywania skutków rozmaitych 
działań. Jednym ze słynnych pionierów praktycznego wykorzystania 
statystyki był XIX-wieczny lekarz John Snow. Gdy w trakcie szaleją-
cej w Londynie epidemii cholery zauważył on, iż przypadki zachoro-
wań współwystępowały z korzystaniem z pewnej konkretnej pompy 
przy Broad Street, zdemontował jej uchwyt, zmuszając ludzi do czer-
pania wody z mniej zanieczyszczonych ujęć, dzięki czemu zahamował 
rozwój choroby. Oczywiście, cokolwiek by twierdzili purystyczni 
teoretycy statystyki, „współwystępowanie” zostało przez Snowa zin-
terpretowane jako zależność przyczynowo-skutkowa. Gdyby było po 
prostu tak, że w okolicy obsługiwanej przez pompę zamieszkują lu-
dzie podatni z przyczyn genetycznych na tę konkretną chorobę, zablo-
kowanie ujęcia nie dałoby żadnego rezultatu. Była i taka możliwość, 
jednakże Snow nie ryzykował zbyt wiele, gdyby jego analiza była 
błędna. Zdemontowanie czy ponowne zamontowanie uchwytu do 
pompy nie były ani specjalnie kosztownymi działaniami, ani nie nios- 
ły ze sobą potencjalnie groźnych reperkusji. Jednakże w wielu innych 
przypadkach, zwłaszcza we współczesnym świecie, w którym każde 
działanie odbywa się na większą skalę, częstokroć krytyczne jest pra-
widłowe rozpoznanie zależności przyczynowo-skutkowych i uprzed-
nie rozpoznawanie potencjalnych skutków. 

Statystyka i ekonometria wypracowały dwa odmienne paradygma-
ty identyfikowania takich zależności. Żaden z nich nie jest odporny na 
krytykę, a skuteczność ich działania można by określić jako „asymp-
totyczną”. Im więcej bowiem stopni komplikacji i potencjalnych 
czynników włączymy do analizy, tym bardziej pewni możemy być jej 
rezultatów. Niestety, ta „asymptotyczność” nie jest dosłowna w sensie 
naukowym: nikt nigdy nie wykazał, w jaki sposób mamy włączać 
kolejne stopnie złożoności, by w satysfakcjonującym stopniu zbliżać 
się do prawdy (jakkolwiek byśmy ją rozumieli). 

Oba paradygmaty opierają się na intuicyjnym rozumieniu przy-
czynowości, którego adwokatem był John Stuart Mill [1848]. Jeśli 
powtórzymy dwukrotnie doświadczenie identyczne pod każdym 
względem prócz jednego czynnika, to różnica rezultatów jest spo- 
wodowana tym czynnikiem [Heckman 2005]. Definicja całkiem sen-
sowna; gorzej, że w praktyce nie da jej się wykorzystać bez obudo- 
wania jej pokaźnym rusztowaniem zaawansowanych metod analizy 
danych.  
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Podejście statystyczne zasadza się na eksperymencie. Najchętniej 
potraktowalibyśmy badany obiekt w sposób X, następnie cofnęli czas 
do punktu wyjścia i zastosowali odmienne podejście,Y, ściśle według 
definicji. Wydaje się to całkiem zdroworozsądkowe. Mniej zdrowo-
rozsądkowym jest oczekiwanie, że uda nam się cofnąć czas. Ponadto, 
zidentyfikowalibyśmy zależność przyczynowo-skutkową dla konkret-
nego obiektu, i nie mielibyśmy gwarancji, że dla innego różnica efek-
tów zostanie powtórzona. Z rozpoznania tych trudności i w próbie jak 
najlepszego ich obejścia wyłoniła się współczesna metodyka testowa-
nia leków. Opiera się ona na dwóch głównych elementach. Pierwszy 
to uśrednianie. Liczymy na to, że jeśli (dostatecznie duża) próba za-
wiera elementy (osoby) dobrane losowo, to na każdy element z odchy-
lenia na plus – względem jakiejkolwiek cechy – przypadnie inna, z 
odchyleniem na minus, i w ten sposób uśrednione wyniki ukażą nam 
rezultat reprezentatywny dla całej interesującej nas populacji. Drugi 
element to eliminowanie współzależności. Ostatnie wypadki w sposób 
tragiczny uświadomiły społeczeństwu, że rezultaty działań podjętych 
wobec jednostki zależą od działań wobec innych. Śmierć półtorarocz-
nego chłopca na odrę spowodowana była nie tylko tym, iż nie był on 
odporny wobec wirusa. Wirus najprawdopodobniej nie zaatakowałby 
go, gdyby ograniczenie wskaźnika szczepień w Niemczech nie do-
prowadziło do jego rozprzestrzenienia. Z obydwoma tymi zniekształ-
cającymi rezultaty efektami badacze walczą za pomocą wyrafinowa-
nych metod statystycznych, których stosowaniu sprzyjają jak najwięk-
sze próby z jak najlepiej określonymi wszystkimi cechami. Cały ten 
paradygmat nazywany jest przyczynowym modelem Neymana- 
-Rubina. Warto podkreślić, iż Jerzy Spława-Neyman był wybitnym 
polskim naukowcem, pionierem wielu działów statystyki, w tym te-
stowania hipotez. 

Podejście ekonometryczne, którego pionierami byli Alfred Mars-
hall [1890] i Trygve Haavelmo [1943] opiera się na z góry przyjętym 
modelu teoretycznym. Podobnie jak w podejściu statystycznym, nie 
musimy znać wszystkich czynników wpływających na dane zjawisko. 
W modelu jest miejsce na „człon losowy”, na który składają się albo 
wpływy, których w ogóle nie znamy, albo takie, o których wiemy, że 
istnieją, ale nie jesteśmy w stanie ich obserwować. Gdy już mamy 
skonstruowany jakiś model teoretyczny, musimy – na podstawie da-
nych – estymować jego parametry. Powiedzmy, że wiadomo, iż kwota 
zapłacona za bułki zależy liniowo od liczby zakupionych bułek, 
przyjmując postać: kwota = 𝛼 ∙ bułki (całkiem realistyczny model).  
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W tej sytuacji wystarczy nam jedna informacja. Jeśli wiemy, że za 
pięć bułek trzeba zapłacić półtora złotego, łatwo wyliczyć, że 
𝛼 = 0.3 zł

szt.
. Mamy też związek przyczynowy: każda bułka przyczynia 

się do zwiększenia kosztu o 30 groszy. Gdybyśmy mieli w modelu 
dwie lub więcej zmiennych, w celu liczbowego określenia zależności 
potrzebna byłaby analiza ceteris paribus. Jeśli cena mieszkania zależy 
od jego szerokości i długości: cena = 𝛼 ∙ szerokość + 𝛽 ∙ długość, to z 
każdą jednostką szerokości (przy ustalonej długości) cena zwiększa 
się o 𝛼, a z każdą jednostką długości (przy ustalonej szerokości) 
zwiększa się o 𝛽. To właśnie oznacza „ceteris paribus”: przy pozosta-
łych zmiennych ustalonych. 

Zazwyczaj nie mamy do czynienia z takimi łatwymi zależnościa-
mi. Już gdybyśmy chcieli stworzyć analogiczny model ilości zużytej 
farby drukarskiej od liczby wydrukowych stron, należałoby uwzględ-
nić różną liczbę liter na każdej ze stron, na przykład dodając człon 
losowy. Wówczas nie wystarczyłaby nam jedna dana, a raczej – im 
więcej, tym lepiej.  

Kolejne stopnie złożoności dochodzą, gdy przemieszczamy się  
w górę drabiny przewidywań. Najprostszym rodzajem problemów, 
według Heckmana [2000], są takie, w których chcemy przewidzieć 
rezultaty pewnej strategii, która była już stosowana w danej populacji. 
Wczoraj kupiliśmy w pewnym sklepie pięć bułek i chcemy przewi-
dywać kwotę do zapłaty następnego dnia, gdy kupować będziemy 
siedem bułek. Kolejnym stopniem jest przewidywanie rezultatów stra-
tegii stosowanej w jednej populacji w zastosowaniu do populacji in-
nej. Czyli, na podstawie należności zapłaconej za pięć bułek w pew-
nym sklepie, chcemy przewidzieć sumę należności, jaką będziemy 
musieli uiścić następnego dnia w sklepie na innej ulicy. Problem staje 
się bardziej złożony, gdyż musimy uwzględnić fakt, iż ceny w każdym 
ze sklepów mogą się różnić w sposób systematyczny. Wiadomo, że 
niektóre sklepy – w zależności od lokalizacji, obsługi oraz innych 
czynników – narzucają inną marżę na sprzedawane produkty. Ostat-
nim stopniem komplikacji jest przewidywanie efektów strategii, która 
nigdy dotąd nie była wdrażana. Zadanie, wydawałoby się, niemożli-
we: niemniej, konieczne! Wyzwaniem staje się – na podstawie danych 
dotyczących innych rodzajów pieczywa – ocena kosztu surowców do 
wypieku i pracy piekarzy oraz marży danego sklepu. Z każdym kolej-
nym stopniem złożoności oczekiwanych przewidywań rośnie stopień 
komplikacji aparatu matematycznego, zaprzęganego w tym celu do 
pracy. Dorobek Jamesa Heckmana w zakresie rozwoju tych metod jest 
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trwałym jego wkładem w teorię ekonometrii. Swego nazwiska jed-
nakże użyczył jednej konkretnej metodzie, związanej nie tyle z trud-
nościami z modelami matematycznymi, ile raczej z niedoskonałością 
danych. 

5. Obciążenie próby 

Jak wspominaliśmy powyżej, po stworzeniu modelu ekonometrycz- 
nego musimy – na podstawie dostępnych danych – wyznaczyć  
konkretne wartości jego parametrów. Ocena tych parametrów może 
być jedynie tak dobra, jak dobre są dane... Stwierdzenie, wydawałoby 
się, bezdyskusyjne. A jednak Heckman pokazał, jak można obejść 
niedoskonałość danych, by uzyskać wyniki dokładniejsze, niż to na 
pozór możliwe. 

Przyjrzyjmy się zatem pewnemu szczególnemu rodzajowi niedo-
skonałości danych, by lepiej przybliżyć istotę wkładu Heckmana. 

Złośliwa być może wieść niesie, iż przeprowadzona niedawno te-
lefoniczna ankieta wykazała, iż sto procent respondentów posiada 
telefon... Po upływie półsekundowej chwili zaskoczenia każdy z ła-
twością wskaże absurdalny błąd, jakim obciążone było to rzekome 
badanie. W większości przypadków jednakże uniknięcie obciążenia 
próby nie jest takie proste. Dotyczy to chociażby wszelkich dobro-
wolnych badań, jak choćby corocznie w Polsce przeprowadzanych 
Badań Budżetów Gospodarstw Domowych. Uczestnictwo w tym ba-
daniu nie jest obligatoryjne, można zatem odmówić mozolnego co-
dziennego wypełniania księgi przychodów i rozchodów. Można przy-
puszczać, że z większą częstotliwością zadania tego nie podejmą się 
ludzie bardzo zajęci: pracujący na dwa etaty czy matki kilkorga ma-
łych dzieci – co prowadzi do pewnego wypaczenia losowości próby. 

Spośród mniej oczywistych i bardziej interesujących zjawisk wy-
mienić można tzw. paradoks Berksona, czyli pojawianie się pozor-
nych zależności na skutek obciążenia próby. Efekt ten prezentowany 
jest zwykle na przykładzie medycznym, posłużmy się jednak bardziej 
adekwatnym w dalszym ciągu wywodów rynkiem pracy. Załóżmy, że 
inteligencja i uroda są od siebie niezależne, przy czym „inteligent-
nych” jest 80% osób, a „urodziwych” – 40% (w obu przypadkach w 
arbitralny sposób stawiamy pewną granicę). Załóżmy, że w naszym 
wymyślonym świecie, aby znaleźć zatrudnienie, trzeba dysponować 
co najmniej jednym z tych atutów. Oczywiście, bycie zarówno mą-
drym, jak i pięknym w znalezieniu pracy nie przeszkadza. Mamy więc 
następującą strukturę pracującej i niepracującej populacji: 
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Tabela 1. Struktura pracujących i niepracujących  
z przykładu omawianego w tekście 

 inteligentni nieinteligentni 
urodziwi 32   8 
nieurodziwi 48 12 

Źródło: opracowanie własne. 

 
gdzie szarym kolorem zaznaczone są osoby nieinteligentne i nieuro-
dziwe, które pracy nie znalazły. 

Przeprowadzamy teraz badanie wśród pracującej populacji. Oka-
zuje się, że wśród urodziwych inteligentni stanowią 80% 
(32/(32+8)=0.80), natomiast w całej pracującej populacji jest niemal 
91% ((32+48)/(32+48+8)≈0.91) inteligentnych! Co sugeruje ujemną 
zależność pomiędzy urodą i inteligencją. Zależność pozorną, wynika-
jącą tylko z pominięcia w badaniu niezbyt inteligentnych brzydali... 

Wzbogaćmy teraz nasz wyimaginowany świat, w którym ponow-
nie główną rolę w zatrudnieniu odgrywają inteligencja i uroda, ale 
tym razem każdy ma szansę podjąć jakąś pracę. Rodzaj tej pracy i 
płaca uzależnione są od atutów pracownika, choć w grę wchodzą 
również czynniki losowe – na przykład to, że potencjalny pracownik 
ma na imię tak samo, jak ukochany brat potencjalnego pracodawcy, 
albo pogoda w dniu składania oferty. W pierwszym kroku przyjmijmy 
jeszcze prostszą wersję, w której inteligencję mierzymy zwykłym 
ilorazem inteligencji, a pracodawcy nie biorą pod uwagę urody. Od-
bywają się targi pracy, na których każdemu mieszkańcowi złożona 
zostaje oferta. Powiedzmy, że wysokości tych proponowanych płac są 
takie, jak przedstawiono poniżej w tabeli (płace podajemy w jednost-
kach umownych):  

Tabela 2. Dane dotyczące ilorazu inteligencji i proponowanej płacy dla populacji  
z przykładu omawianego w tekście 

IQ 90 90 90 95 100 100 110 120 120 140 
płaca 110 80 90 95 120 100 140 150 120 170 

Źródło: opracowanie własne. 

 
Jeśli chcielibyśmy się dowiedzieć, w jaki sposób dodatkowy punkt 

IQ przekłada się na wzrost proponowanej gaży, musielibyśmy wyzna-
czyć równanie regresji płacy względem punktów IQ: 
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Rys. 1. Regresja liniowa proponowanej płacy względem ilorazu inteligencji dla populacji 
z przykładu omawianego w tekście 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Otrzymany wynik interpretujemy tak, że każdy dodatkowy punkt 

IQ przekłada się, średnio rzecz biorąc, na nieco ponad 1.5 jednostki 
dodatkowego wynagrodzenia. 

Nasz wymyślony światek jest jednakże światem o dobrej opiece so-
cjalnej i zasiłek dla bezrobotnych wynosi w nim 100 jednostek. Można 
przypuszczać, że w takich warunkach osoby, którym oferuje się mniej 
niż 100 jednostek, nie podejmą pracy, woląc pozostawać na zasiłku: 

Tabela 3. Dane dotyczące ilorazu inteligencji i proponowanej płacy dla populacji z przykładu 
omawianego w tekście. Szarym kolorem wyróżnione są osoby, które pracy nie podjęły. 

IQ 90 90 90 95 100 100 110 120 120 140 
płaca 110 80 90 95 120 100 140 150 120 170 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Pula pracowników kurczy się zatem do 7 osób. Jeśli wyznaczymy 

dla nich regresję liniową wynagrodzenia względem ilorazu inteligen-
cji, otrzymamy następujący obraz: 

 

 

Rys. 2. Regresja liniowa proponowanej płacy względem ilorazu inteligencji dla populacji 
z przykładu omawianego w tekście, z wyłączeniem osób, które pracy nie podjęły 

Źródło: opracowanie własne. 
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Wniosek, który teraz wyciągamy, jest taki, że każdy dodatkowy 
punkt IQ przekłada się, średnio rzecz biorąc, na nieco powyżej 1.1 
jednostki dodatkowego wynagrodzenia. 

Ogólnie rzecz biorąc, nie uwzględniając faktu, iż zbyt niskie oferty 
nie zostały zaakceptowane i nie weszły do zestawu danych dotyczą-
cych osób pracujących, zaniżamy wpływ ilorazu inteligencji na szanse 
na rynku pracy. 

Zarysowana powyżej sytuacja może być zapisana w bardziej for-
malny sposób za pomocą następujących równań: 

 Proponowana Płaca = 𝛼0 + 𝛼1 ∙ IQ + SkładnikLosowy, (1a) 

Podjęcie Pracy = �1 jeśli ProponowanaPłaca > 1000
0 jeśli ProponowanaPłaca ≤ 1000. 

Pierwsze z równań to standardowe równanie modelu regresji li-
niowej: zakładamy, że proponowana płaca wprost proporcjonalnie 
rośnie wraz z ilorazem inteligencji, ale dodatkowo pewną rolę odgry-
wają inne czynniki – np. wzrost, aparycja, ukończona uczelnia – 
wszystkie one zostały zbiorczo wrzucone do worka oetykietowanego 
„składnik losowy”, powodujący, iż różne osoby z tym samym IQ mo-
gą dostawać różne oferty. Drugie równanie określa, czy oferta jest do 
zaakceptowania, czyli, w naszym najprostszym przykładzie, czy prze-
kracza gwarantowane świadczenie zapomogowe. Jeśli „Proponowa-
naPensja” przekracza 1000 jednostek, wówczas „PodjęciePracy” rów-
ne jest 1. 

Wyrażając „ProponowanąPłacę” tak, jak określa ją równanie 
pierwsze z (1a), otrzymujemy: 

ProponowanaPłaca = 𝛼0 + 𝛼1 ∙ IQ + SkładnikLosowy, 

PodjęciePracy =

�1 jeśli (𝛼0 − 1000) + 𝛼1 ∙ IQ + SkładnikLosowy > 0
0 jeśli (𝛼0 − 1000) + 𝛼1 ∙ IQ + SkładnikLosowy ≤ 0. (1b) 

Warto podkreślić to, że „” z pierwszego i drugiego równania to ten 
sam składnik – dla określonej osoby jego wartość jest ustalona. 

Estymacja modelu, czyli jak najlepsze „odgadywanie” wartości 
parametrów α, opiera się na następującej zasadzie. Zadajemy pytanie: 
gdyby α0  było równe, przykładowo, 2.2, a α1 5.3, to jakie wówczas 
byłoby prawdopodobieństwo, że osoba o IQ równym 90 dostaje ofertę 
wartą 110, osobie z IQ równym 140 oferuje się pensję 170, i tak dalej 
(korzystamy z obserwacji). Prawdopodobieństwo – zamiast pewności 
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– pojawia się tutaj na skutek występowania członu losowego. Dla 
wartości α0 i α1 wybranych na chybił-trafił, prawdopodobieństwo to 
będzie najpewniej bardzo małe. Wśród wszystkich możliwych kombi-
nacji wartości tych parametrów szukamy takiej, dla której prawdopo-
dobieństwo zaobserwowanego wyniku jest największe. Oczywiście, 
dysponujemy matematyczną procedurą znajdowania tego maksimum, 
nie musimy na ślepo wypróbowywać wszystkich możliwości (jest ich 
zresztą nieskończenie wiele). 

W naszym przykładzie, jeśli uwzględnimy tylko pierwsze z rów-
nań – czyli bierzemy pod uwagę jedynie osoby, które zdecydowały się 
podjąć pracę – metoda maksymalizowania prawdopodobieństwa da 
nam wartości parametrów: 𝛼0 = 9.3478 i 𝛼1 = 1.1087, jak na rys. 2 
powyżej. 

Precyzyjniejsze oszacowanie da nam jednak uwzględnienie oby-
dwu równań. W tym celu, prawdopodobieństwo danej oferty musimy 
przemnożyć przez prawdopodobieństwo, że oferta ta zostanie zaak-
ceptowana. Oprócz pojawiającego się mnożenia dwóch prawdopodo-
bieństw dodatkową komplikację stanowi fakt, iż prawdopodobieństwa 
te nie są niezależne. Wynika to z faktu, że składniki losowe obu rów-
nań są skorelowane (a nawet identyczne). 

To samo dzieje się również, jeśli uwzględnimy wpływ innych cech 
na proponowaną przez werbowników płacę. Spójrzmy na nieco bar-
dziej skomplikowany model: 

ProponowanaPłaca = 
 𝛼0 + 𝛼1 ∙ IQ+𝛼2 ∙ uroda + SkładnikLosowy1, (2) 

PodjęciePracy =

�
1 jeśli 𝛽0 + 𝛽1 ∙ pracowitość + 𝛽2 ∙ PensjaWspółmałżonka + SkładnikLosowy2 > 0
0 jeśli 𝛽0 + 𝛽1 ∙ pracowitość + 𝛽2 ∙ PensjaWspółmałżonka + SkładnikLosowy2 ≤ 0. 

 

Powyższy model jest o wiele bardziej skomplikowany niż po-
przedni, bo, po pierwsze, pojawia się w nim o wiele więcej zmiennych 
i parametrów, a po drugie, chęć do podjęcia pracy zależy od innych 
zmiennych niż proponowana płaca. Niemniej, wciąż można się spo-
dziewać, że SkładnikLosowy1 i SkładnikLosowy2 – choć już nieiden-
tyczne – będą skorelowane. I ponownie ta zależność składników lo-
sowych wprowadza dodatkowy stopień złożoności numerycznej. 

W jeszcze nie tak dawnych czasach, gdy moce obliczeniowe naj-
lepszych komputerów były skromne, a dostęp do nich limitowany, 
pojawiające się złożoności obliczeniowe częstokroć stanowiły prze-
szkodę nie do sforsowania, a najlepsze umysły poświęcały swój krea-
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tywny trud, by jakąś sprytną sztuczką analityczną raczej je wyminąć 
niż obalić, ułatwiając maszynie pracę. Opracowana przez Heckmana 
metoda miała na celu właśnie uproszczenie obliczeń w tego typu za-
gadnieniach, z częścią wartości nieobserwowalnych. 

Zamiast za jednym zamachem rozwiązywać model składający się 
z dwóch równań, podchodzimy do sprawy dwuetapowo. Drugie z 
równań modelu (2), traktowane samodzielnie, stanowi tak zwany mo-
del probitowy. W pierwszym etapie zatem, dysponując pewnym ze-
stawem danym, zawierającym informacje o pracowitości, pensji 
współmałżonka oraz o ostatecznej decyzji (pracować/nie pracować), 
oceniamy skłonność osoby o zadanej charakterystyce do podjęcia pra-
cy. Sposób oceny tego prawdopodobieństwa jest standardem wśród 
metod statystycznych i opiera się na takim wyborze wartości parame-
trów, by maksymalizować wiarygodność otrzymania wyniku, który 
faktycznie został zaobserwowany. 

Warto może wspomnieć, że metoda ta, nazywana metodą najwięk-
szej wiarygodności, swoje filozoficzne podstawy dzieli z innymi dzie-
dzinami nauk, w szczególności z fizyką – dzieli też z nimi zasadnicze 
wątpliwości. W termodynamice na przykład szermuje się często ar-
gumentem, iż makroskopowy stan układu musi być najbardziej praw-
dopodobną realizacją stanu mikroskopowego. O ile jednakże zasadni-
czo dysponujemy wielką mnogością pojemników z gazem i stanowi-
sko takie może być uzasadnianie interpretacją częstościową prawdo-
podobieństwa, o tyle – na przykład – populacją Polaków dysponujemy 
tylko jedną jedyną. Jaka gwarancja, że cała ta zbiorowość zrealizuje 
opcję o prawdopodobieństwie, powiedzmy, raczej 0.5 niż 0.05? Jak-
kolwiek byśmy ją rozumieli, faktem jest, że metoda się sprawdza. 

Wróćmy do dwustopniowej metody Heckmana. Na podstawie 
drugiego z równań modelu (2) oszacowaliśmy prawdopodobieństwa 
podjęcia pracy przez osoby o zadanych charakterystykach. W tym 
momencie „udajemy” jakby, że nie wiemy, czy ktoś pracuje czy nie: 
tak naprawdę, skoro wiemy, że pan X podjął pracę, to prawdopodo-
bieństwo takiego zdarzenia wynosi dokładnie jeden! Ten związek 
pomiędzy wiedzą a prawdopodobieństwem podkreśla matematyk i 
ekonomista, Amir Aczel, w tytule jednej ze swoich popularnych ksią-
żek: Prawdopodobieństwo = 1 [Aczel 2000]. Tytuł ten jest odpowie-
dzią na pytanie: jakie jest prawdopodobieństwo tego, że we Wszech-
świecie wyewoluuje życie? Skoro wiemy, że żyjemy, odpowiedź mo-
że być tylko jedna... Tak samo, skoro wiemy, kto podjął, a kto nie 
podjął prace, prawdopodobieństwa równe są albo 1 albo 0. Na chwilę 
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spuszczamy jednak zasłonę niewiedzy i wyliczamy te prawdopodo-
bieństwa. Okazuje się, że te wartości „aprioryczne” mogą się znacząco 
różnić dla różnych osób o tym samym finalnym wyniku. Jedna osoba 
jest tak niesamowicie pracowita, że prawdopodobieństwo wyniosło 
dla niej 0.999 i nawet bez sprawdzania mieliśmy niemal pewność, że 
podjęła pracę. Inna osoba pracowitością nie grzeszy, a jego żona ma 
przyzwoite dochody – i prawdopodobieństwo otrzymaliśmy 0.7. Nie-
mniej, albo oferta pracy była tak kusząca, albo akurat dzień sprzyjał 
takiej decyzji – w każdym razie i ta osoba zaakceptowała ofertę pracy, 
pomimo znacznie mniejszej uprzedniej predyspozycji. 

Dysponując zestawem prawdopodobieństw dla każdej osoby, która 
pracę podjęła, traktujemy te wartości jako dodatkowe charakterystyki, 
które dodajemy do pierwszego z równań modelu (2): 

ProponowanaPłaca =
𝛼0 + 𝛼1 ∙ IQ+𝛼2 ∙ uroda + 𝛼3 ∙ prawdopodobieństwo +

                                              SkładnikLosowy3. (3) 

I znowu otrzymujemy standardową postać modelu, który możemy 
estymować znanymi statystycznymi metodami. 

Na pierwszy rzut oka wygląda prosto; zbyt prosto, by było praw-
dziwe. I faktycznie, prawdziwe nie jest, przynajmniej w tym nadmier-
nie uproszczonym zapisie powyżej. Ponieważ w modelu (2) składniki 
losowe z równania pierwszego i drugiego są ze sobą skorelowane, 
parametr α3 zawiera w sobie miarę wzajemnego splatania tych skład-
ników losowych; z tego samego powodu składnik losowy w modelu 
(3) otrzymał kolejny numerek, gdyż nie jest tożsamy z żadnym po-
przednim członem losowym. Co gorsza, może się okazać, iż jest bar-
dzo „nienormalny” – czego statystycy nie lubią. 

Nie wikłając się dalej w zbyt techniczne i skomplikowane szcze-
góły, pozostaje nam tylko zaufać, że dokładny przepis Heckmana na 
rozwiązywanie modeli typu (2), z częścią wartości nieobserwowal-
nych, został gruntownie przebadany pod każdym względem i udo-
wodnił swoją użyteczność. 

Faktem jest, iż nie uchronił się też przed krytyką. 
Podejście Heckmana jest przybliżeniem, zatem z definicji musi 

być mniej dokładne niż rozwiązanie ścisłe. Wskazywano na różne 
niedostatki tej metody – jednakże równolegle opracowywano również 
sposoby jej ulepszenia (np. [Lee 1982; Little, Rubin 1987; Puhani 
2000]). Wydaje się, iż wraz z rozwojem metod numerycznych umoż-
liwiających rozwiązywanie dwurównaniowego modelu w sposób ścisły, 
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potrzeba korzystania z przybliżenia – nawet tak interesującego i roz-
budowanego teoretycznie – będzie systematycznie malała. W końcu 
sam jego autor stwierdził skromnie, iż wyniki otrzymane za pomocą 
jego przybliżenia są tylko „dobrym punktem wyjścia” do obliczeń 
ścisłych [Heckman 1979]: gdy za pomocą komputera próbujemy zna-
leźć wartości maksymalizujące pewne wyrażenie (jak w metodzie 
największej wiarygodności), musimy mu „podpowiedzieć”, w jakich 
okolicach wartości tych ma szukać. 

Jednak nawet jeśli metoda Heckmana miałaby odejść do lamusa, 
nie można jej odmówić znaczącej roli w historii badań ekonometrycz-
nych i w rozwoju tej dziedziny nauki. 

6. Co z tego wynika – dyskryminacja rasowa 

Narzędzia, których autorem bądź współautorem był Heckman, posłuży-
ły wielokrotnie do analizowania rynku pracy. Dzięki nim okazało się, 
między innymi, iż kursy mające podnosić pracownicze kompetencje są 
wysoce nieefektywne i służą głównie jako swego rodzaju biura pośred-
nictwa pracy [Heckman i in. 1999]. Pozory efektywności stwarzane są 
przez fakt, że z programów takich korzystają zwykle osoby, które wła-
śnie straciły pracę. Nic dziwnego zatem, że – jeśli uda im się znaleźć 
jakiekolwiek zatrudnienie po odbytym kursie – odnotowywany jest 
znaczący wzrost zarobków, choć niekoniecznie kompetencji zawodo-
wych. Inną interesującą sugestią jest to, iż różnica w nierównościach 
zarobkowych pomiędzy Stanami Zjednoczonymi a Europą miałaby być 
w dużej mierze powodowana wyższymi zasiłkami oraz silniejszymi 
związkami zawodowymi na kontynencie europejskim [Heckman 2001]. 
Te dwa czynniki powodują bowiem, iż większa niż w USA część słabo 
wykwalifikowanej siły roboczej pozostaje niezatrudniona. 

Ale dwiema kwestiami społecznymi, z którymi w głównej mierze 
– dla jednych na dobre, dla innych na złe – związane jest nazwisko 
Heckmana, są ekonomiczny status Afroamerykanów oraz efekty edu-
kacji w dzieciństwie. 

Wspominaliśmy już, iż jako młody człowiek Heckman doświad-
czył w działaniu tak zwanych praw Jima Crowa, czyli segregacji ra-
sowej w południowych stanach. Urodzony jednak na Północy, ze 
zdziwieniem przyjął – będąc kilkuletnim dzieckiem – że najlepsze 
miejsca w autobusie, czyli w pobliżu tylnej panoramicznej szyby, 
zarezerwowane są dla obywateli o ciemniejszym kolorze skóry.  
W szkole ciemnoskóre osoby widywał tylko przelotnie, nie w charak-
terze uczniów czy nauczycieli, ale pracowników pomocniczych. Po 
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szkole, w parku, siadał na ławkach przeznaczonych dla białych i bawił 
się przy wydzielonych dla nich fontannach. Najwyraźniej ten rodzaj 
segregacji nie przypadł mu do gustu, gdyż w nieco późniejszym już 
wieku zdecydował się na złamanie tabu. Wyruszył bowiem w podróż 
po południowych stanach w towarzystwie zaprzyjaźnionego Nigeryj-
czyka. Był rok 1963. Osiem lat już minęło od chwili, gdy niepokorna 
czarnoskóra Rosa Parks odmówiła ustąpienia miejsca w autobusie 
białemu mężczyźnie. Niecałe pół roku wcześniej Martin Luther King 
wraz z ponad dwustu tysiącami ludzi maszerował na Waszyngton i 
miał swoje wielkie marzenie. Niemniej, szczęki segregacji były wciąż 
kurczowo zaciśnięte, a w atmosferze unosił się strach. Bali się kole-
dzy, gdy w Birmingham Heckman postanowił zamieszkać wraz z 
przyjacielem w budynku dla ciemnoskórych. Bali się policjanci, zmu-
szając młodych ludzi do zatrzymania się w odrębnych hotelach na-
stępnego dnia. Czarni radośnie machali do przejeżdżającego samo-
chodu z różnokolorową parą w środku, ale w sklepach musieli zaj-
mować osobne kolejki. 

Była to jedna z ostatnich chwil, by doświadczyć w Stanach Zjedno-
czonych systemowej dyskryminacji. Już w lipcu następnego roku przy-
jęta została ustawa o prawach obywatelskich zakazująca segregacji 
rasowej. Za nią poszły liczne akcje afirmatywne, mające zadośćuczynić 
minionej niesprawiedliwości i wyrównać szanse Afroamerykanów. 

Mając na względzie doświadczenia z młodości, zrozumiałym wy-
daje się zainteresowanie Heckmana badaniem zmian w socjoekono-
micznym statusie ciemnoskórych mieszkańców USA. Jak sam przy-
znaje [Klein, Daza 2013], zabierał się do tego zadania sadząc, iż rezul-
taty potwierdzą przewidywania chicagowskich uczonych o kluczowej 
roli rynku w emancypacji tej części ludności. Zgodnie z tą tezą, ani 
działania legislacyjne z roku 1964, ani późniejsze akcje „wyrównują-
ce” nie miały większego wpływu na położenie Czarnych. Uczciwość 
badawcza nie pozwoliła jednakże Heckmanowi zanegować tego, co 
się ewidentnie z danych wyłoniło: zmiana prawna z 1964 r. miała za-
sadniczy wpływ na sytuację na rynku pracy i poziom średnich zarob-
ków. Najwyraźniej gospodarka potrzebowała dodatkowego bodźca: 
to, co ciemnoskórzy pracownicy oferowali na rynku pracy, samo w 
sobie – wbrew logice rynkowej, wedle której każdy powinien zostać 
oceniony rzetelnie, bez uprzedzeń rasowych – nie wystarczyło, by 
uczynić z nich pełnowartościowych (i rzetelnie wartościowanych) 
uczestników giełdy pracy. Rezultaty tych badań opublikowane zostały 
w 1989 r. [Heckman i Payner 1989] i ze względu na to, z jakiego śro-
dowiska akademickiego wyszły, stanowiły akt intelektualnej odwagi. 
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„Niektórzy z moich kolegów odnieśli się do tych wyników wrogo”, 
powiedział w wywiadzie Heckman. „Niektórzy wciąż się tak odno-
szą”. Sam Heckman uznaje te prace za największe swoje naukowe 
osiągnięcie (a nie prace teoretyczne, wymienione w werdykcie Komi-
tetu Noblowskiego) [Liesman 2000]. Z drugiej strony, dalsze badania 
wykazały, iż późniejsze akcje afirmatywne nie odniosły oczekiwanego 
skutku w podnoszeniu statusu Afroamerykanów [Heckman 2011]. 
Taka postawa naukowa, która – wbrew ideologii i poprawności poli-
tycznej – stoi twardo zawsze po stronie faktów i prawdy, mogłaby 
stanowić przykład dla wszystkich doktrynerów świata. 

Kwestia rasowa towarzyszyła Heckmanowi również w późniejszych 
badaniach, splatając się z pracami teoretycznymi nad obciążeniem próby. 
Optymistyczne wyniki, publikowane również w bardziej popularnych 
opracowaniach, wskazują na to, iż przepaść pomiędzy dochodami białej i 
czarnej części ludności systematycznie się zmniejsza. Niestety, zauważa 
Heckman, obraz taki wyłania się jedynie, gdy uwzględniamy faktycznie 
pracującą część ludności. Jeśli jednakże wziąć pod uwagę znacznie więk-
szą stopę bezrobocia wśród ciemnoskórej ludności, okazuje się, iż rezul-
tat jest znacznie mniej korzystny [Heckman i in. 2000]. 

Wniosek, jaki wyciąga Heckman ze swoich własnych oraz innych 
badań jest następujący. Ani sam rynek nie może posłużyć do wyciąg- 
nięcia części społeczeństwa ze stanu „odziedziczonego” ubóstwa, ani 
odgórne akcje rządowe. W tym miejscu problem wyrównywania szans 
dla mniejszości zazębia się z drugim konikiem Heckmana: efektami 
wczesnej edukacji. 

7. Edukacja 

W 1994 r. ukazała się książka Richarda J. Herrnsteina i Charlesa Mur-
ray’a zatytułowana The Bell Curve (Krzywa dzwonowa) [Herrnstein, 
Murray 1994]. Jak na tak niewinny tytuł publikacja wywołała ogrom-
ne poruszenie i wiele kontrowersji. Dotyczyła bowiem niezwykle 
newralgicznego tematu: ilorazu inteligencji. 

Sama koncepcja ilorazu inteligencji oraz testy mające go mierzyć 
są łatwym celem ataków, zarówno z punktu widzenia metodyki, jak  
i poprawności politycznej. Obrońcom testów trudno jest wyjaśnić fakt, 
iż średni iloraz inteligencji całej populacji systematycznie rośnie z 
dekady na dekadę (tzw. efekt Flynna [Flynn 1987]). Inni krytycy pod-
noszą zarzut kulturowego obciążenia tych testów. Z innej strony zwo-
lennicy IQ zarzucani są koncepcjami alternatywnych ilorazów inteli-
gencji: emocjonalnej, społecznej, ekologicznej... 
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Najbardziej minimalistyczna definicja ilorazu inteligencji stanowi, 
iż IQ jest tym, co mierzą testy na inteligencję... Definicja niekontro-
wersyjna, aczkolwiek mało przydatna i być może myląca – jako że 
wykorzystuje pojęcie „inteligencji” egzystujące w języku potocznym i 
powszechnie z czymś kojarzone. Herrnstein i Murray postanowili 
„zoperacjonalizować” tę definicję, pokazując, iż wyniki testów na 
inteligencję przeprowadzanych w dzieciństwie przekładają się na 
osiągnięcia i potknięcia życiowe: karalność, wysokość zarobków, 
nieplanowane ciąże i, ogólnie, status socjoekonomiczny. To, samo w 
sobie, być może nie wywołałoby takiej burzy, gdyby autorzy nie do-
rzucili bomby: inteligencja jest zdeterminowana genetycznie. Co wię-
cej, istnieją rasowe różnice w inteligencji, również powodowane 
czynnikami genetycznymi. Twierdzenia te wzbudziły niepokój w na-
rodzie self-made-menów i doczepiły autorom łatkę rasistów, przywo-
łując złowrogie echo słów sędziego Olivera Wendella Holmesa uza-
sadniającego na początku XX w. eugeniczny wyrok sterylizacji: „Trzy 
pokolenia imbecyli wystarczą” [Black 2004]. 

Heckman nie uznał jednakże dyktatu poprawności politycznej, nie 
zezwalającej w ogóle na poruszanie pewnych tematów. Książkę The Bell 
Curve uznał za bardzo istotną, podnoszącą ważkie kwestie. Dała ona, 
wedle Heckmana, asumpt do potrzebnej dyskusji na temat roli edukacji 
we wczesnym dzieciństwie. Nie uważa, by dociekanie prawdy naukowej 
mogło być równoznaczne z wdrażaniem niepożądanych społecznie roz-
wiązań politycznych. Niemniej, nie zgadza się z głównymi tezami auto-
rów, wytykając im liczne błędy w metodyce badań. Przede wszystkim 
wskazuje, iż dzieci badane były w wieku lat 14 – a trudno uznać, iż do 
tego wieku nie uległy one żadnym środowiskowym wpływom związa-
nym z byciem wychowywanym w takiej a nie innej rodzinie. 

Odziedziczalność nie tylko inteligencji, lecz także innych cech 
osobowościowych, jest od dawna kwestią wielce kontrowersyjną i 
mało który badacz potrafi uchronić się od wyciągania wniosków od-
nośnie „jest”, kierując się „chciałbym, by było”. Co więcej, niektórzy 
uważają, że jeśli stan faktyczny jest nie do pogodzenia z ideałami de-
mokratycznych społeczeństw, nie należy takich badań przeprowadzać. 
Zapewne to te narosłe wokół tematu emocje zaciemniają obraz.  
Z jednej strony mamy przykłady niesamowitych wręcz koincydencji 
pomiędzy bliźniętami jednojajowymi, wychowywanymi przez zupeł-
nie odmienne rodziny, a nawet w różnych kulturach [Bouchard i in. 
1990]. Z drugiej strony, mamy przykład identycznych bliźniaków, 
którzy odziedziczyli wadliwy gen powodujący dziedziczną neurofi-
bromatozę typu 1. U Adama schorzenie przejawia się w postaci znie-
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kształconej twarzy. U ponadprzeciętnie przystojnego Neila natomiast 
– zanikami pamięci i napadami padaczkowymi [Moalem 2014]. Sto-
sunkowo młoda nauka, epigenetyka, daje nam zarówno nadzieję, jak i 
nakłada świadomość ogromnej odpowiedzialności: otóż okazuje się, 
że doświadczenia wczesnego dzieciństwa, a nawet jeszcze wewnątrz-
maciczne, mogą wywierać kluczowy wpływ na całe dalsze życie,  
a nawet życie kolejnych pokoleń [Holliday 2006]. Z analiz Heckmana 
oraz innych wynika jednakże, że zasadniczym elementem wcale nie 
jest śrubowanie wyników testów IQ naszych pociech za pomocą za-
bawek edukacyjnych typu „Baby Einstein”. 

Jako jeden z pierwszych na szlak przewidywania przyszłych osiąg- 
nięć dzieci wyruszył Lewis Terman, psycholog z Uniwersytetu Stan-
ford, w 1921 r. Na podstawie testów inteligencji wyselekcjonował on 
grupę potencjalnych „geniuszy”, nazywanych później Termitami. Śle-
dząc ich dalsze losy, do dorosłości, zauważył dwie rzeczy. Po pierw-
sze, jedynych dwóch noblistów z badanych przez niego dzieci nie 
zakwalifikowało się do pierwotnej grupy „geniuszy” (zbyt niskie IQ, 
poniżej 140), natomiast ci z najwyższymi wynikami na teście wcale 
nie radzili sobie lepiej niż osoby ze środka grupy [Terman (red.) 
1959]. Ogólnie oszacowano, iż powyżej 120 dodatkowe punkty IQ nie 
przekładają się na większy życiowy sukces. 

Drugim kluczowym badaniem, jednym z najsłynniejszych w całej 
historii psychologii eksperymentalnej, był „test Marschmallow” Wal-
tera Mischela z lat 60. i 70. ubiegłego wieku [Mischel i in. 1972]. Kil-
kuletnie dzieci stawiane w nim były przed następującym dylematem. 
Przed maluchem, na stoliku, kładziono ulubiony przez amerykańskie 
dzieci przysmak (w różnych wersjach eksperymentu były to łakocie 
różnego rodzaju; nazwa eksperymentu uwieczniła jeden z nich), po 
czym eksperymentator wychodził z pomieszczenia. Dziecko mogło 
albo natychmiast zjeść słodycze, albo poczekać na powrót ekspery-
mentatora do pokoju – w takim przypadku miały obiecane podwojenie 
nagrody. Eksperyment dotyczył więc umiejętności odraczania na-
tychmiastowej gratyfikacji, w której – jak wiadomo – również dorośli 
ludzie nie zawsze celują. Odnajdując badane dzieci wiele lat później, 
Mischel wykrył zupełnie przez siebie samego nieoczekiwaną zależ-
ność. Okazało się bowiem, iż umiejętność samokontroli była bardzo 
silnym wyznacznikiem przyszłego sukcesu w dorosłym życiu! [Mi-
schel, Ayduk 2004]. 

Wiele wysiłku włożył Heckman, by w sposób matematycznie po-
prawny oddzielać w analizach ekonometrycznych wpływ, z jednej 
strony, zdolności poznawczych (IQ) i niepoznawczych, jak siła woli 
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czy ekstrawersja, z drugiej. Wyniki sporej liczby drobiazgowych ana-
liz wskazują na ograniczoną (choć do pewnego stopnia niewątpliwą) 
rolę zdolności poznawczych – co sugerowały już badania Termite’a – 
oraz znacznie większą, niż do tej pory sądzono, wagę zdolności nie-
poznawczych, w szczególności wytrwałości [Heckman, Rubinstein 
2001; Heckman 2011; Almlund i in. 2011]. Heckman nie pozwala, by 
badania te pozostały jedynie akademicką ciekawostką. Z dużą energią 
rozpowszechnia zdobytą wiedzę wśród decydentów, mających wpływ 
na kształt polityki edukacyjnej. Przykładowo, wskazuje na fakt, iż 
program GED – mający umożliwić zdobycie dyplomu ukończenia 
(odpowiednika polskiej) szkoły średniej osobom, które z różnych po-
wodów musiały zrezygnować z uczęszczania do szkoły – jest skutecz-
ny jedynie w kilku procentach. Po prostu ci, którzy nie mieli dość 
wytrwałości, by podążać zwykłym trybem nauczania, nawet po uzy-
skaniu certyfikatu, choćby z najlepszym wynikiem, nie będą w stanie 
podjąć i utrzymać pracy. W zamian, wedle Heckmana, warto byłoby 
promować inicjatywy typu Przedszkolny Program Perry’ego 
[Schweinhart, Weikart 1998]. O jego relatywnym – w porównaniu do 
GED – sukcesie decydować miały dwa czynniki: młodszy wiek 
uczestników oraz nastawienie na budowanie zdolności pozapoznaw-
czych zamiast poznawczych. Heckman zainspirował również wiele 
bardziej oddolnych inicjatyw. Współautorka niektórych z jego prac, 
psycholog Angela Lee Duckworth, zrezygnowała z prestiżowej pracy 
w biznesie, by nauczać nastolatki w publicznej szkole Nowego Jorku 
– koncentrując się nie tylko na pogłębianiu ich wiedzy w konkretnych 
obszarach objętych testami kompetencyjnymi, lecz także na kształto-
waniu charakterów. 

Zagadnienia edukacji wiążą się ściśle z kwestią społecznego upo-
śledzenia mniejszości rasowych. Skoro akcje afirmatywne nie dają 
pożądanych rezultatów, a działania edukacyjne kierowane do doro-
słych są stosunkowo nieskuteczne, wyrównywanie szans należałoby 
rozpoczynać na wcześniejszym etapie kształtowania postaw dzieci i 
skupiać się na postawach właśnie, a nie numerycznych wynikach te-
stów. Potrwać może nim ta nowa wiedza zostanie zaakceptowana 
przez ogół pedagogów. Budowanie motywacji i charakteru dziecka 
jest bardzo delikatnym zadaniem, wymagającym więcej trudu, wyczu-
cia i delikatności niż wtłaczanie do głów liczb i faktów. 

Zapewne zawsze należy dążyć do poznania prawdy, jakakolwiek by 
ona nie była – nawet politycznie niepoprawna. Nie ulega jednakże wąt-
pliwości, po której stronie leżą uczucia większości osób wychowanych 
w kulturze „możliwości” i kształtowania własnego życia. Jeden ze 
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współautorów The Bell Curve, Charles Murray, stwierdza bowiem: 
„Jeśli nie zaczniemy mówić głośno, że studia wyższe stanowią zbyt 
trudne intelektualnie wyzwanie dla większości młodych ludzi, będzie-
my nadal podsycać w kolejnych pokoleniach idiotycznie nierealistyczne 
oczekiwania” (cyt. za: [Tough 2014, s. 278]). Z drugiej strony, Angela 
Duckworth utrzymuje, iż „Przyzwyczajenie i charakter to w zasadzie 
jedno i to samo. [...] Jedne [dzieci] mają dobre nawyki, inne mają złe 
nawyki. [...] Chcecie, by wasi uczniowie, opuszczając gimnazjum, mieli 
już zagięcia [czyli nawyki], które w przyszłości pozwolą im odnieść 
sukces” (cyt. za: [Tough 2014, s. 169]). 

8. Bodźce 

James Heckman słynie z niespożytej energii. Z jednej strony przeja-
wia się to w sposobie bycia, energicznym stylu prowadzeniu wykła-
dów czy rozmowy. Z drugiej – niesamowitą produktywnością nauko-
wą, graniczącą, wedle niektórych kolegów po fachu, z pracoholi-
zmem. Sam zaprzecza jednakże temu pomówieniu, twierdząc, iż jest 
szczęściarzem, mogąc w ramach pracy robić to, co jest dla niego naj-
większą przyjemnością: oddawać się intelektualnemu rozwojowi 
[Clement 2005]. 

A oddaje mu się z nieomal religijną żarliwością, którą to analogię 
sam przeprowadza. Urodzony w rodzinie fundamentalistycznych pro-
testantów, do wieku 15 lat służył do mszy w kościele, kiedy to zdecy-
dował, że nie odpowiada mu atmosfera nietolerancji światopoglądo-
wej oraz dogmatyzmu. „Nie byłem w stanie zaakceptować autorytetu 
po prostu dlatego, że jest autorytetem” [Heckman 2009, s. 302]. 
Szczęśliwie, w tym samym czasie spotkał osobę, której idee zdołały 
zapełnić pustą przestrzeń pozostawioną w jego wnętrzu przez utratę 
wiary religijnej i poczucia wspólnoty wyznaniowej. Osobą tą był 
wspominany uprzednio Frank Oppenheimer, który zaszczepił młode-
mu człowiekowi miłość do nauki: „możliwość przewidywania na pod-
stawie praw fizycznych zjawisk empirycznych jest wspaniałą alterna-
tywą dla religii i autorytetu” [Heckman 2009, s. 303]. W wypowie-
dziach Heckmana nie czuje się jednakże nuworyszowskiego prozeli-
tyzmu czy agresji do odrzuconej wiary. Raczej wydaje się świadom, iż 
zarówno religia, jak i nauka są pewnymi sposobami poszukiwania 
prawdy i zaprowadzania ładu w świecie, a każdy człowiek wybiera 
sposób, który lepiej odpowiada jego temperamentowi. Bo i w nauce 
spotkać można „wyznawców”, czego krytyczny umysł Heckmana 
nigdy przyjąć nie mógł: „Choć bardzo ceniłem sobie kontakty z [Mil-
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tonem] Friedmanem [...], nie podobało mi się bezkrytyczne, niemal 
religijne oddanie, z jakim do jego pomysłów podchodziło wielu moich 
kolegów” [Heckman 2009, s. 307]. Zasadniczym rysem umysłowości 
Heckmana wydaje się zatem krytycyzm i ścisła metodologia nauk 
empirycznych – a jednocześnie pokora odnośnie możliwości ludzkie-
go poznania: „Wierzę w prowizoryczną prawdę. Nie w absolutną nie-
zmienną prawdę; ale mam poczucie, że gdzieś tam istnieje rzeczywi-
stość, czekająca na zrozumienie za pomocą danych i modeli” [Heck-
man 2010a, s. 550]. 

Jak widzieliśmy na przykładzie badań dotyczących ilorazu inteli-
gencji i wpływu edukacji, dążenie do odkrycia tej prawdy jest u 
Heckmana bardzo silne i zdecydowanie przewyższa ewentualny lęk 
przed niepoprawnością polityczną czy sprzeciwem wobec kolegów z 
uczelni. „To, w jaki sposób Heckman pozwala, by prawda przeważała 
nad ideologią, czyni z niego idealnego naukowca i odróżnia go od 
innych luminarzy-noblistów z Uniwersytetu w Chicago, jak Milton 
Friedman i George Stigler, którzy, pomimo bardzo istotnego wkładu 
do ekonomii, kierowali się niekiedy sztywnymi zasadami konserwa-
tywnej ideologii” [Donohue 2002, s. 29], stwierdza John J. Donohue, 
ekonomista z Uniwersytetu Stanforda. 

Surowość Heckmana odnośnie standardów naukowości nie osz-
czędza jego własnych kolegów po fachu. Zapytany, czy ekonomia w 
ogóle jest nauką, Heckman odpowiada zdecydowanym „nie”. 
„Chciałbym, by była i sądzę, że istnieje wśród nas grupa mająca wizję 
ekonomii jako nauki. Mam nadzieję, że ekonomia stanie się nauką. 
[...[ Ekonomia formalna rozwiązuje problemy, daje spójne logicznie 
rozwiązania. Szanuję takie podejście, gdyż jest ono dobrze zdefinio-
wane intelektualnie. Wyostrza myślenie, może nakierowywać prace 
empiryczne i sugerować hipotezy. Teoria ekonomiczna jest bardzo 
ważna. Ale, po części jest jak filozofia, po części jak matematyka. Jest 
bardzo interesująca z intelektualnego punktu widzenia i pouczająca, 
ale nie jest nauką, bo nie ma związku z danymi. Dopiero kiedy stymu-
luje prace empiryczne, wtedy staje się nauką. Z drugiej strony, niektó-
rzy mający kontakt z danymi, traktują empiryczne analizy jako efek-
towne ćwiczenie, produkując coś błyskotliwego i iskrzącego się, ale 
nieposiadającego trwałej wartości. To nie nauka. To dziennikarstwo” 
[Heckman 2010a, s. 572-574]. 

Wrażliwość społeczna i ogólnie sympatyczne wrażenie, jakie się 
odnosi, czytając wypowiedzi Heckmana, na pierwszy rzut oka niezbyt 
pasują do – przynajmniej stereotypowego – wizerunku ekonomisty 
szkoły chicagowskiej. Swój stosunek  do  tej  ostatniej  uczony podsu- 
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Rys. 3. James J. Heckman podczas wywiadu dla Nobelprize.org (2000) 

Źródło: Nobelprize.org. http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/economic-sciences/ 
laureates/2000/heckman-photo.html 

 
mowuje następująco: „To, co wziąłem z Chicago, to nie jakieś twarde 
stanowisko w kwestii dochodów minimalnych ani nic z tych rzeczy, 
ale zrozumienie, że bodźce odgrywają ważną rolę” [Heckman 2013,  
s. 5]. Przy czym „bodziec” rozumiany jest tutaj raczej w rynkowym 
znaczeniu. W pewnym miejscu bardzo dosadnie ilustruje swoją wizję: 
„Gdybym mógł subsydiować morderstwa dzieci i gdybym zaoferował 
wystarczająco wysoką kwotę nie sądzę, bym miał specjalny problem  
z podażą morderców” [Heckman 2010b, s. 3]. Z drugiej strony, przy-
kład samego Heckmana wydaje się wskazywać na to, iż w życiu przy-
najmniej niektórych ludzi to pozarynkowe motywacje są najsilniej-
szymi motorami ich działań. Dla samego uczonego jest to dążenie do 
poznawania prawdy. Bo chyba nie kwota otrzymana wraz z medalem 
opatrzonym wizerunkiem Alfreda Nobla i rogami obfitości...  
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Summary: James J. Heckman, the economist belonging to the so-called Chicago School, 
was awarded the Nobel Memorial Prize in Economics in 2000. His main contribution to 
microeconomics was developing methods for handling selective samples in a statistically 
satisfactory way. In social sciences Heckman is one of the main researchers of racial 
discrimination and education, with the special regard to the noncognitive aspects of the 
early education. 
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Rzadko zdarza się w historii nauki, aby można było precyzyjnie okre-
ślić, kiedy pojawiła się konkretna dyscyplina. W przypadku rachunku 
prawdopodobieństwa w Polsce sprawa jest prosta: pierwszym tekstem 
z rachunku prawdopodobieństwa w Polsce jest rękopis Jana Śniadec-
kiego [4], datowany na 1790 r., napisany jeszcze w czasie jego pobytu 
w Krakowie. Do tego czasu nie było w Polsce tekstów poświęconych 
tej dziedzienie, ani łacińskich, ani polskich.  

Rozwój kombinatoryki, tak potrzebnej w elementarnym rachunku 
prawdopodobieństwa, datuje się od publikacji rozprawy Gotfrieda 
Wilhelma Leibniza [2].  

Podręcznik [1] jest anonimowym tłumaczeniem z niemieckiego. 
Na stronie 100 znajduje się krótka wzmianka o kombinatoryce (Ars 
Combinatoria). Jest to jedyny podręcznik arytmetyki w języku pol-
skim sprzed XIX w., w którym pojawiły się elementy kombinato-
ryki.  

Tekst Śniadeckiego [4] ukazał się drukiem przed kilku laty [6]. 
Niniejsza publikacja jest jego przedrukiem. Dalsze informacje o roz-
woju rachunku prawdopodobieństwa w Polsce można znaleźć w [5] i 
[8]. Rys życia Jana Śniadeckiego podaję w [7]. On sam w curriculum 
vitae [3] ograniczył się do pierwszych lat swojej kariery, w tym do 
opisu pobytu za granicą w latach 1778–1780. Wspomina tam, że w 
czasie pobytu w Paryżu słuchał wykładów wielu uczonych, nie tylko 
matematyków. Wśród nich byli: Nicolas de Condorcet i Jean 
d’Alembert. W tym czasie w Paryżu był też Pierre Simon de Laplace, 
autor słynnych dzieł poświęconych metodom analitycznym rachunku 
prawdopodobieństwa. Zapewne i z nim miał kontakt Śniadecki. 
Wszyscy trzej wymienieni matematycy zajmowali się probabilistyką. 
Z pewnością więc Śniadecki zdobył w Paryżu podstawową wiedzę w 
tym zakresie.  
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Poniżej załączam tekst rękopisu Jana Śniadeckiego [4]. Zapocząt-
kował on rachunek prawdopodobieństwa na ziemiach polskich.  
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Rys. 1. Pierwsza strona rękopisu [4] Jana Śniadeckiego.  
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1790uRw  

[Jan Śniadecki]  

Rachunek 
Zdarzeń i Przypadków Losu 

 
1. Lubo to co nazywamy Losem nie maiąc żadney stałosci ani pewno-
ści w sobie, zdaie się bydź obiektem, pod żaden rachunek podpadać 
nie mogącym, atoli gdy wszystkie przypadki które się trafiaią maią 
pewne stopnie podobieństwa że się przytrafią lub chybią, stopnie te 
mogąc bydź między sobą równane i stosowane, należą do rachunku 
Matematycznego, za pomocą którego mierzemy że tak rzekę, nasz 
domysł lub nadzieię, poznawaiąc ich odległość bliską lub daleką od 
pewności. Ponieważ ten rachunek zależy na stósowaniu i równaniu 
między sobą przypadków zachodzić mogących w losie, rozrożnić nam 
należy Przypadki trafu czyli liczbę razy w ktorych rzecz iaka wypaśdź 
i trafić się może. Przypadki chybienia czyli liczbę razy w ktorych ta 
sama rzecz chybić może, wreszcie obrót że tak rzekę losu, czyli Przy-
padki wszystkie zawieraiące w sobie liczbę wszystkch trafów i liczbę 
chybień. Zaczem rozumieć będziemy przez przypadki wszystkie Zbiór 
Przypadkow trafu i przypadków chybienia albo krocéy zbiór zdarzeń i 
chybień.  

Znaiąc losu iakiego przypadki wszystkie, oprocz tego Przypadki 
iego trafu i przypadki chybienia w liczbie, ieżeli stósować będziemy 
liczbę przypadków trafu z liczbą przypadków wszystkich, czyli ieżeli 
liczbę przypadków trafu rozdzielimy przez liczbę przypadków 
wszystkich, ułamek ten czyli stósunek pokaże nam to co nazywać 
odtąd będziemy Podobieństwo trafu ieżeli zaś liczbę przypadków 
chybienia rozdzielemy przez liczbę przypadków wszystkich, ułamek 
ten czyli stósunek pokaże nam Podobieństwo chybienia. Ieżeli nako-
niec liczbę przypadków trafu rozdzielemy prze liczbę przypadków 
chybienia, albo ogólniey, znaiąc podobieństwo trafu i Podobieństwo 
chybienia, ieżeli iedno rozdzielemy przez drugie otrzymamy stąd to co 
zawsze nazywać będziemy Stósunkiem losów. W całym tym rachunku 
uważać będziemy przypadki losu równe, to iest że każdy z nich wy-
paśdź z równą łatwością. Obiaśnieymy to przykładem: wziąwszy 
kostkę o szesciu scianach maiących kropki as, dwa, trzy, cztery, pięć, 
sześć, iakiey zazwyczay w grze kości używaią, ieżeli za rzuceniem 
iednym tey kości chcę aby mi wypadł as, ponieważ iest sześć ścian na 
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których każdą paśdź może kość za iednym rzuceniem, a iedna tylko 
sciana z asem; iest więc ieden tylko przypadek trafu, a pięć przypad-
ków chybienia, wszystkich zas przypadkow iest sześć, to iest tyle ile 
iest scian na które paśdź może; a zatem w tym przykładzie ułamek 6

1  
wyraża podobieństwo trafu to iest że kość za iednym rzuceniem pad-
nie na asa; ułamek 6

5  wyraża Podobieństwo chybienia to iest że kość 
za iednem rzutem nie padnie na asa; ułamek 5

1  albo 1
5  wyraża Stosu-

nek losów, to iest gdyby osoba A uczyniła zakład że padnie as, z oso-
bą B która utrzymuje że nie padnie as, za iednem kości rzuceniem, 
podobieństwa że A wygra zakład iest = 1

5 ; a podobieństwo że B wygra 
zakład = 5, co pokazuie nierówność losów, bo pięć razy podobnieysza 
wygrana Osoby B niż Osoby A. Dla zrównania więc losów iak się 
niżey okaże, potrzeba żeby zakład B był pięć razy większy iak zakład 
Osoby A, czyli żeby B ustawił pięć przeciwko iednemu. Ogólnie niech 
a wyraża liczbę przypadków trafu; b liczbę przypadków chybienia; 

będzie Podobieństwo trafu a
a b

=
+

, podobieństwo chybienia b
a b

=
+

, 

stosunek losów a
a b

=
+

: b
a b+

a
b

= .  

2. Podobieństwo trafu dodawszy do podobieństwa chybienia 
Summa stąd powstaiąca wyda ułamek ktorego licznik równy będzie 

Mianownikowi a zatem wartość ułamku = 1; 1a b
a b a b

+ =
+ +

, aże to 

iest pewnością że przypadek trafi lub chybi, więc w całym tym ra-
chunku pewność wyrażać będziemy przez iedność: pewność bowiem 
za przypadkiem iest to nieskończenie wielki stopień podobieństwa że 
przypadek się trafi, tak iak pewność przeciwko przypadkowi iest tenże 
sam stopień podobieństwa, że przypadek chybi. A ieżeli pewność = 1, 
więc 2

1  reprezentować [dopisane: wyrażać] będzie zupełnie równe 

podobieństwo trafienia lub chybienia, bo gdy a b
a b a b

=
+ +

 [Rachu-

nek losów, str. 2] wypada że ba =  a zatem wartość obydwóch ułam-
ków 1

2= .  

1 b a
a b a b

− =
+ +

, 1 a b
a b a b

− =
+ +

 to iest od pewności odciągnąwszy 

podobieństwo chybienia, wypada podobieństwo trafu; i od teyże pewności 
odciągnąwszy podobieństwo trafu, reszta okaże podobieństwo chybienia.  
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[na lewym marginesie: oczekiwanie iego wartości]  

Jeżeli za zdarzeniem się iakiego przypadku, wygrywa kto pewną sumę 
pieniędzy, iego Oczekiwanie tey summy, ma pewną wartość przed 
trafieniem się tego przypadku. Tak n. p. ieżeli kto ma wygrywać #10 
za wypadkiem iakiego zdarzenia na ktore zupełnie iest równe podo-
bieństwo ze trafi lub chybi, oczekiwanie iego przed wypadkiem losa 
iest = #5. czyli warta #5 . gdyż oczekuiący iest tu zupełnie w takich 
okolicznościach, iak gdyby w rowney grze stawił #5 , aby za wygraną 
miał ich 10, albo stracił 5 za chybieniem gry; aże wstawiaiący #5  w 
równéy grze iest włascicielem #5  przed decyzyą gry, więc podobnie 
oczekuiący na wygraną 10 za wypadkiem iakiego zdarzenia przed 
decyzyą losu iest w stanie oczekiwania które warta #5 .  

We wszystkich zdarzeniach w ogólności oczekiwanie na wygranie 
iakiéy Summy ma wartość równą Summie Pieniędzy oczekiwaney 
rozmnożonéy przez Podobieństwo trafu. I tak ieżeli w 5 przypadkach 
losu ma za sobą trzy do otrzymania #100 moie oczekiwanie 
= #3

5 100 60⋅ = . Prawdę tego twierdzenia obiasnic możemy przykła-
dem. Niech będzie pięć biletów loteryi do wyciągnienia między kto-
remi znayduią się cztery bilet prożne, a piąty wartaiący #100, i pięc 
osób do ciągnienia tey loteryi; rzecz oczywista że każda z osob cią-
gnących ma prawo do 5

1 części #100 , ktore to prawo zależy natém, iż 
gdyby się wszystkie pięć osób zgodziły nie ciągnąc losu, ale rozdzie-
lić Summę oczekiwaną między siebie, każdey z nich przypadłoby 

#
5
1 100  za iéy pretensyą. Czyli zaś Osoby ciągnące zgodzą się na roz-
dzielenie między siebie Summy, czyli też poddadzą się przypadkowi 
losu, zadna z nich nie ma więcey za sobą, lub przeciwko sobie przy-
padków do wygrany, tylko tyle ile ich ma kazda z nich, to iest wszyst-
kie są w równych okolicznościach, a zatem każdey oczekiwanie warte 

#1
5100 . Wystawmy sobie teraz że dwie spomiędzy pięciu osob interes-
sowanych do wygrany ustępuią swego prawa do trzeciéy osobie z 
pomiędzy siebie, więc osoba ktora pozyskała ustąpienie losow dwoch 
inszych, ma teraz trzy razy większe prawo do wygrany iak przedtym, 
a zatem oczekiwanie tey Osoby warta # #3

5 100 60⋅ = . Aze ułamek 3
5  

wyraża Podobieństwo trafu czyli podobieństwo otrzymania #100 , 
#100 wyraża Summę oczekiwaną z wygrany, więc to cośmy powie-
dzieli wyżéy iest prawdziwe: że Oczekiwanie rowna się Summie spo-
dziewanéy z wygraney, rozmnożonéy przez podobieństwo trafu. Lubo 
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ten sposob dowodzenia wyciągniony iest z przypadku szczególnego, 
atoli łatwo się przekonać że ta prawda ma miéysce we wszystkich 
zdarzeniach losu, i iest ogólną.  

 S tego cośmy dopiero rzekli wypada iż maiąc wartość oczekiwa-
nia, i Summę spodziewaną z wygrany, rozdzieliwszy pierwszą przez 
drugą otrzymamy podobieństwo trafu. W poprzedzaiącym przykładzie 
oczekiwanie było = #60 , Summa spodziewana #100 ; 60 6 3

100 10 5= = = 
Podobieństwo trafu.  

[na lewym marginesie: narażenie się na stratę czyli rysk w grze]  

3. Narażenie się na stratę czyli to co nazywaią rysk w grze iest 
przeciwne oczekiwaniu, i wartość iego iest równa Summie ustawioney 
czyli krocéy Wstawie rozmnożoney przez podobieństwo chybienia.  
W poprzedzaiącym przykładzie ieżeli ten ktorego oczekiwanie = #60 , 
ustawił #20 , iego Podobieństwo trafu = 5

3 , Podobieństwo chybienia 

= 2
5 , więc narażenie sie na Stratę #2

520 8= ⋅ = .  
Kombinując różne oczekiwania i narażenia się na statę graczów, 

wypada stąd co nazywać będziemy w ciągu teraźnieyszego rachunku 
korzyścią lub stratą w grze; a co pospolicie nazywać się zwykło 
Awantażem lub dezawantażem; i lubo nie masz rzetelney korzyści ani 
straty przed wypadkiem losu gry, ale że puszczaiący się w grze na 
przypadek losu zamierza sobie zyskać lub stracić, przeto przez wzgląd 
na przedsięwzięcie graiących użyć możemy tych słów nie maiąc w 
naszym ięzyku własciwszych do wyrażenia tego co nazywaią Awan-
tażem lub dezawantażem.  

[Rachunek losów, str. 3]  

Jeżeli Osoby A i B graią razem tak, że A wstawił #5 , a B #3 , liczba 
przypadkow ktore ma za sobą A do wygrany = 4, liczba zaś podob-
nych przypadków, które ma za sobą B = 2, więc Summa do wygrania 
= #8 . [na prawym marginesie: znalezienie korzyści lub straty w grze]  
Podobieństwo trafu dla A 4

6= , oczekiwanie A 4 1
6 38 5= ⋅ = . Podobień-

stwo trafu dla B 6
2= , Oczekiwanie B 2 2

6 38 2= ⋅ = . Od oczekiwania 
każdego odciągnąwszy własą iego wstawkę wypadnie korzyść lub 
strata w grze, to iest korzyść ieżeli reszta będzie dodatna, strata zaś 
ieżeli reszta będzie odiemna. I tak 1 1

3 35 5− =  korzyść A: 2 1
3 32 3− = −

strata dla B w przytoczonym przykładzie.  
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Wynaleśdź ieszcze można korzyść lub stratę w grze odciągaiąc od 
oczekiwania każdego gracza względem Summy iego przeciwnika, 
narażenie na stratę własnéy swoiéy wstawki a zatem oczekiwanie tu 
nie powinno się rachować względem Summy całkiéy ale tylko wzglę-
dem Summy szczególney przeciwnika; w narażeniu się zaś na stratę 
uważać powinniśmy samę tylko wstawkę tego ktorego szukamy ko-
rzyści lub straty, i od pierwszego odciągnąwszy drugie wypadnie resz-
ta dodatna lub odiemna ktora okaże korzyść lub stratę. W Przykładzie 
ostatnim wstawka B #3= , Podobieństwo trafu A 6

4= , Oczekiwanie A 

na wstawkę B 23 6
4 =⋅= , Wstawka A #5= .  

Podobieństwo chybienia dla A 2
6= , Narażenie się A na stratę 

3
2

6
2 15 =⋅= . Oczekiwanie A naraz na stratę A, czyli 3

1
3
212 =−  ko-

rzyść A. Podobieństwo trafu B 6
2= ; =#5 wstawie A, oczekiwanie B 

na tę wstawkę 2 2
6 35 1= ⋅ = ; Podobieństwo chybienia dla B 6

4= , Nara-
żenie się na stratę 23 6

4 =⋅= . Oczekiwanie B na wstawkę 5. Naraże-
nie się na stratę czyli 3

1
3
2 21 −=−  

strata B tak iak przedtym. Wyraźmy to wszystko ogólnemi znakami.  
Niech będzie dwoch graczow A, B, liczba przypadkow przyiaznych 
albo trafu dla A = a, liczba przypadkow przyiaznych albo trafu dla B = 
b, Wstawka A = m, Wstawka B = n, więc:  

Podobieństwo Trafu A a
a b

=
+

, Podobieństwo chybienia dla A b
a b

=
+

 

Podobieństwo Trafu B b
a b

=
+

, Podobieństwo chybienia dla B a
a b

=
+

 

Oczekiwanie A ( )m n a
a b
+

=
+

, Narażenie się na stratę A mb
a b

=
+

 

Oczekiwanie B 
ba

bnm
+
+

=
)( , Narażenie się na stratę B

ba
na
+

=  

Oczekiwanie A na wstawkę n na
a b

=
+

; ( )m n a na mbm
a b a b
+ −

− =
+ +

ko-

rzyść lub strata w grze dla A  

Oczekiwanie B na wstawkę m
ba

mb
+

= ;
ba
nambn

ba
bnm

+
−

=−
+
+ )( ko-

rzyść lub strata w grze dla B  

[na prawym marginesie: Przypadki zawisłe i niezawisłe]  
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4. Nazywać będziemy Przypadki niezawisłe ktore nie maią żadne-
go z sobą związku tak dalece że zdarzenie się iednego ani pomaga ani 
przeszkadza do zdarzenia się drugiego. I tak żeby kto przedsięwziął za 
dwoma rzutami téy samey kości wrzucić asa, rzut ieden kości nic nie 
wpływa w rzut drugi kości, bo rzucaiący iak w pierwszym tak drugim 
rzucie ma ieden tylko przypadek trafu, a pięć przypadków chybienia i 
dla tego dwa te rzuty iedney kości są przypadkami niezawisłemi.  
Nazywać znowu będziemy Przypadki zawisłe które maią między sobą 
taki związek iż zdarzenie się iednego wpływa i odmienia Podobień-
stwo trafu drugiego. Gdyby kto chciał z pomiędzy 13 kart za iedném, 
drugiem, trzeciem, i więcey ciągnieniem trafić na asa; przed pierw-
szém ciągnieniem w 13 kartach iest ieden przypadek trafu, a 12 przy-
padków chybienia. Podobieństwo trafu 13

1= ; wyciągnąwszy iednę 
kartę i tę na bok odłożywszy zostaie ich się 12 gdzie 1 przypadek trafu 
a 11 chybienia, Podobieństwo trafu w drugiém ciągnieniu 12

1= ; w 
trzeciém ciągnieniu 11

1 ; i tak daley: dlatego te przypadki nazywaią się 
zawisłe.  

[na prawym marginesie: Podobieństwo trafu w wielu przypadkach 
niezawisłych]  

Uważaiąc kilka losów razem poznać nam należy kombinacyą 
przypadków iednego z przypadkami inszych, aby znaleść zbiór przy-
padków wszystkich wchodzących do podobieństwa trafu. Niech a 
będzie liczbą przypadków trafu, b liczbą przypadków chybienia na 
ieden los; c liczbą przypadków trafu, d liczbą przypadków chybienia 
na drugi los; [Rachunek losów: str. 4] ba +  wyrażać będzie Summę 
przypadków wszystkich pierwszego losu, dc +  Summę przypadków 
wszystkich drugiego losu poiedynczo wziętego, aże przypadki pierw-
szego kombinuiąc zkażdym przypadkiem drugiego losu, wypadnie 
liczba przypadków wszystkich w obydwoch losach ( )( )a b c d= + + .  

Przez ten sam sposób rozumowania maiąc a, c, e, &c. liczbę przy-
padków trafu, b, d, f, &c. liczbę przypadków chybienia na trzy lub 
więcey zdarzeń nie zawsze liczba wszystkich mogących wypaśdź 
przypadków będzie ( )( )( ) & .a b c d e f c= + + + to iest mnożąc przez 
siebie summy przypadków wszystkich każdego w szczegolności zda-
rzenia, otrzymamy kombinacyą przypadków wszystkich zdarzeń, czyli 
liczbę wszystkich podobnych i zdarzyć się mogących przypadków w 
obrocie losów. Wziąwszy ich za przykład dwa, liczba rozmnożenia 

bdbcadac +++ złożona z mnogości szczególnych, zamyka wła-
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ściwe znaczenia tychże mnogości, i tak ac wyraża liczbę przypadków 
trafu na dwa na obydwa razem losy; bd wyraża Summę przypadków 
chybienia na obydwa razem losy, czyli zbiór przypadków że obydwa 
losy chybią; adac + że pierwszy trafi; bdbc + że pierwszy chybi; 

bcadac ++  że ieden tylko którykolwiek z nich trafi i.t.d. Tymże 
samym sposobem o liczbie większey losów rozumuiąc rozróżnić mo-
żemy w ich Summie wyrazy maiące do siebie przywiązane znaczenie 
przypadków trafu lub chybienia we wszystkich kombinacyach zacho-
dzić mogących.  
Z liczby przypadków chcąc doyśdź podobieństwa trafu na dwa lub 
więcey losów należy liczbę przypadków trafu rozdzielić przez liczbę 
wszystkich zdarzyć się mogących przypadków, na dawa losy, których 
przypadki trafu są a, c, przypadki chybienia b, d; ac wyraża zbiór 

przypadków trafu obydwóch losów, więc 
( )( )

ac
a b c d

=
+ +

 Podobień-

stwo trafu, aże 
( )( )

ac a c
a b c d a b c d

= ×
+ + + +

, a ułomki a
a b+

, c
c d+

 

wyrażaią Podobieństwa trafu na losy poiedyńczo uważane, więc po-
dobieństwo trafu na kilka lub tyle ile nam się podoba losów niezawi-
słych otrzymuie sie przez rozmnożenie ułomków pokazuiących podo-
bieństwa trafu na każdy w szczególności los poiedyńczo uważany.  
I tak niech będą trzy losy A, B, C, liczba przypadków trafu pierwszego 
a, przypadków chybienia b; liczba przypadków trafu c, przypadków 
chybienia na drugi los d; liczba przypadków trafu e, przypadków chy-
bienia f na trzeci los; że wszystkie trzy przypadki trafią wyraża ace, 
liczba wszystkich mogących się przytrafić przypadków iest 

( )( )( )a b c d e f= + + + więc Podobieństwo trafu na wszystkie trzy 

( )( )( )
ace a c e

a b c d e f a b c d e f
= = × ×

+ + + + + +
; Rownie otrzymuiemy 

Podobieństwo chybienia, gdyby ich było dwa bd wyraża przypadki że 

obydwa losy chybią; więc 
( )( )

bd b d
a b c d a b c d

= × =
+ + + +

Podobień-

stwo chybienia obu [losów?]; gdyby ich było trzy, bdf wyraża przy-
padki że wszystkie trzy losy chybią, więc Podobieństwo chybienia 

trzech 
( )( )( )

bdf b d f
a b c d e f a b c d e f

= = × ×
+ + + + + +

;  

Przez podobieństwo trafu mnożąc Summę pieniędzy spodziewaną, 
otrzymamy wartość oczekiwania podług §.2. Przypuśćmy dla przy-
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kładu że dla otrzymania Summy #90 potrzeba zdarzenia dwóch losów 
z których pierwszy ma trzy przypadki trafu, a 2 przypadki chybienia; 
drugi ma 4 przypadki trafu, a 5 chybienia. Podobieństwo trafu w 
pierwszym 3

5=  w drugim 4
9 , więc oczekiwanie #3 3604

5 9 1590 24= ⋅ ⋅ = = . 
Zaiste chcąc się o tym przekonać wystawmy sobie że się pierwszy los 
iuż trafił a zatem oczekiwanie zawisłe będąc zupełnie od drugiego 
losu, będzie przed iego zdarzeniem #4

9 90 40= ⋅ = . Teraz zapatrywać 
się możemy na pierwszy los iako warunek potrzebny do otrzymania 

#40 , aże Podobieństwo trafu pierwszego losu 5
3= , więc oczekiwanie 

do otrzymania #40  iest #3
5 40 24= ⋅ = iak przedtym.  

Gdyby oczekiwanie zawisło od zdarzenia się iednego losu a od chy-
bienia drugiego, wartość tego oczekiwania będzie mnogością po-
wstaiącą z rozmnożenia Podobieństwa trafu pierwszego losu przez 
Podobieństwo chybienia drugiego, a potem przez Summę spodziewa-
ną pieniędzy. Gdyby zaś oczekiwanie zawisło od chybienia dwoch lub 
więcey losów [str. 5] [na marginesie: Rachunek Losow 1790] wartość 
oczekiwania wypadnie z mnogości dwoch Podobieństw chybienia 
przez Summę spodziewaną. To prawidło łatwo będzie rozciągnąć do 
więcey zdarzeń w przypadkach i losach niezawisłych, i niżey przyi-
dzie nam ieszcze rzecz tę rozlegley powtórzyć.  

[na prawym marginesie: Podobieństwo trafu, chybienia, oczekiwanie 
w przypadkach zawisłych]  

5. w Przypadkach zawisłych powiedzieliśmy że zdarzenie się ied-
nego losu wpływa i odmienia Podobieństwo trafu drugiego. Gdyby 
sobie kto założył z kart 13 iednego koloru wyciągnąc naprzód Asa, 
potem dwoykę. Na pierwszy los że wyciągnie Asa podobieństwo trafu 

1
13= , przypuśćmy że się zdarzył los pierwszy, zostało się na los drugi 

kart 12, a zatem podobieństwo trafu na ten los przypuściwszy pierw-
szy iako zdarzony, podobieństwo mówię trafu 1

12=  więc że się oby-
dwa losy trafią Podobieństwo trafu 1 1 1

12 13 156= ⋅ =  skąd się wnosi że 
podobieństwo na dwa losy zawisłe iest mnogością wypadaiącą z roz-
mnożenia Podobieństwa trafu iednego losu przez podobieństwo trafu 
drugiego uważanego tak iak gdyby się pierwszy trafił.  

Lecz nayłatwieyszy sposób wynalezienia Podobieństwo trafu róż-
nych losów zawisłych, iest rozróżnić myślą porządek tych losów wy-
stawiaiąc sobie który z nich pierwszy, drugi, trzeci, i.t.d. w porządku 
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należy uważać, potym podobieństwo trafu pierwszego losu uważać 
iak niezawisłe od inszych; podobieństwo trafu drugiego należy uwa-
żać w tym przypuszczeniu iak gdyby się pierwszy los iuż zdarzył, 
Podobieństwo trafu trzeciego należy uważać iak gdyby się dwa pierw-
sze losy iuż zdarzyły. Podobieństwo czwartego iak gdyby się trzy 
pierwsze iuż zdały i.t.d. Wreszcie podobieństwo trafu na wszystkie 
razem będzie rowne Mnogości z Podobieństw wszystkich trafu deter-
minowanych sposobem dopiero podanym.  

S tego cośmy dotąd powiedzieli wniesiemy łatwo, iż sposób de-
terminowania Podobieństwo trafu na tyle przypadków zawisłych lub 
niezawisłych, ile nam ich sobie podoba wystawić nie ma żadney trud-
ności, ieżeli to podobieństwo zawisło od zdarzenia się przypadków 
różnych losów. Ale na przypadki zawisłe ieżeli podobieństwo trafu 
zależy od zdarzenia się iednych i razem od chybienia drugich losów 
zawiera w sobie wielkie trudności, dla ktorych podanie reguł na wyna-
lezienie takiego podobieństwa odkładamy do przepisów niżey podadź 
się maiących.  

[na prawym marginesie: oczekiwanie na różne Summy]  

6. Oczekuiąc na rożne Summy wygrany, łatwo się przekonać że 
oczekiwanie na całą Summę wygrany, składa się z oczekiwań ktore 
mam na Summy szczególne, iest równe zbiorowi z oczekiwań na te 
szczegolne Summy. Itak, n.p. wystawmy sobie dwa losy z których 
ieden ma cztery przypadki trafu, a pięć przypadków chybienia, drugi 
ma 3 przypadki trafu a dwa chybienia. Jeżeli się trafi pierwszy, wy-
grana iest #90 , a ieżeli się także trafi i drugi podobna wygrana iest 

#90 , iakaż iest wartość oczekiwania na całą wygraną z z obydwoch 
losów przypadaiącą? Na pierwszy los podobieństwo trafu = 4

9 , Summa 

spodziewana #90  więc oczekiwanie na zdarzenie się tego losu 
#4

9 90 40= ⋅ = . W drugim losie podobieństwo trafu iest 3
5= , Summa 

spodziewana #90  więc wartość oczekiwania z drugiego losu 
# #3

590 54⋅ = . A zatem oczekiwanie na całą wygraną z obydwóch lo-

sów przypadaiącą # # #40 54 94+ = .  
Lecz gdy #90  przychodziło raz tylko wygrywać na zdarzenie się 

iednego z dwóch dopiero opisanych losów, sposób determinowania 
wartości oczekiwania będzie inny; albowiem lubo z pierwszego losu 
oczekiwanie warte iest #40  iednakowoż zważyć należy, że oczekiwa-
nie na drugi los zginie, za zdarzeniem się losu pierwszego, i że to 
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oczekiwanie na los drugi nie ma mieysca tylko w [Rachunek Losów: 
str.6] tym przypadku kiedy pierwszy los chybi. Że pierwszy los chybi 
iest podobieństwo równe 9

5 , a przypuściwszy że chybił, na ten czas 
oczekiwanie może będzie warte #54 , gdzie 9

5  będąc miarą oczekiwa-

nia mego na #54 , wypada że to oczekiwanie /szacuiąc go przed de-
terminacyą losu pierwszego czyli nim pierwszy los zapadnie/ warte 
iest #54 5

9 30⋅ = , a zatem wartość całego oczekiwania będzie 
#40 30 70= + = .  

Dla wprawienia się w użycie dopiero wyłożonych prawideł, przy-
łączaią się tu do rozwiązania przykłady następuiące  

 
Przykład I. Gra w kości Znaleśdz Podobieństwo trafu na wrzucenie 
Asa za dwoma rzutami kości. 

Podobieństwo trafu na wrzucenie Asa za pierwszym rzutem iest = 6
1  

i to iest pierwsza część szukanego podobieństwa.  
Chybiony As za pierwszym rzutem zawsze może bydź wrzucony 

za drugim, aże podobieństwo chybienia go za pierwszym rzutem 6
5= , 

a podobieństwo wrzucenia go za drugim rzutem = 6
1  więc Podobień-

stwo chybienia go za pierwszym a wrzucenia go za drugim rzutem 
5 51
6 6 36= ⋅ =  i to iest druga część podobieństwa szukanego, przeto Po-

dobieństwo trafu szukane 51 11
6 36 36+ = .  

Podobne byłoby zagadnienie o wrzuceniu 6 lub 7 za dwoma rzu-
tami we dwie kości co łatwo bydź może rozwiązane zważywszy że 7 
ma 6 przypadków trafu w dwóch kościach, 6 ma zaś ich tylko 5; 
wszystkich zaś przypadków we dwóch kościach znayduie się 36; iest 
zatem przypadków trafu na wrzucenie 7 lub 6 za pierwszym rzutem 
11, więc Podobieństwo trafu na pierwszy rzut 36

11= ; lecz chybiwszy 
oboie za pierwszym rzutem, iedno z nich bydź może wrzucone za 
drugim rzutem. Podobieństwo chybienia za pierwszym rzutem iest 36

25 , 
Podobieństwo trafu na ktorekolwiek za drugim rzutem 36

11= , skąd 
Podobieństwo chybienia za pierwszym, a trafieniana ktorekolwiek za 
drugim rzutem 25 27511

36 36 1296= ⋅ = , a przeto Podobieństwo szukane 
275 67111

36 1296 1296= + = .  
 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 

STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

264 Witold Więsław 

Przykład II. Znaleśdź podobieństwo trafu na wrzucenie Asa za 
trzema rzutami kości.  
Że As będzie wrzucony za pierwszym rzutem iest podobieństwo trafu 
= 6

1 ; Jeżeli As będzie chybiony za pierwszym rzutem, może bydz 
trafiony za drugim i trzecim, aże podobieństwo chybienia za pierw-
szym rzutem 6

5= , a podobieństwo trafienia za dwoma rzutami 36
11=

(podług Przyk. I) więc podobieństwo chybienia go za pierwszym, a 
wrzucenia go za dwoma następuiącemi rzutami 5 5511

6 36 216= ⋅ =  co iest 
drugą częścią podobieństwa szukanego, więc szukane podobieństwo 
iest 216

91
216
55

6
1 =+ .  

 
Przykład III. Znalesdz podobieństwo trafu na wrzucenie Asa za 

czterema rzutami kości.  
Podobieństwo wrzucenia Asa za pierwszym rzutem = 6

1 ; to iest 
pierwsza część podobieństwa szukanego. Gdyby as chybił za pierw-
szym rzutem na co podobieństwo 5

6= , zostaną się trzy rzuty w kto-
rych że As wypadnie podług Przykł. II iest podobieństwo 216

91 ; skąd 

1296
455

216
91

6
5 =⋅  wyraża podobieństwo chybienia za pierwszym, i trafienia 
Asa w następuiących trzech rzutach. Zaczem podobieństwo szukane 

1296
671

1296
455

6
1 =+ , Podobieństwo zaś przeciwnego zdarzenia 1296

625 .  
Rzecz uwagi godna, że ten ktory chce iedną kością za czterema 

rzutami wrzucić Asa, ma tę samą korzyść na swoim przeciwniku, iaką 
ma ten ktory chce wrzucić 6 lub 7 we dwie kości za dwoma rzutami, 
wobydwoch bowiem przypadkach stósunek losów = 671 do 625. skąd 
nie iest trudno determinować [str. 7] zysk iedney strony z wyższości 
przypadków które ma nad swego przeciwnika, przypuściwszy że ich 
wstawka iest równa i naznaczona iednoscią. I lubo to iest tylko szcze-
gólny przykład prawidła podanego w §.3, przecież nie zaszkodzi 

przypomnieć ie sobie. Niech będzie 
b
a  stósunkiem losów, Podobień-

stwa trafu względem graiących są a
a b+

, b
a b+

, prawo pierwszego do 

wstawki drugiego 1a
a b

= ×
+

, i podobnie prawo drugiego do wstawki 

pierwszego 1b
a b

= ⋅
+

, korzyść pierwszego w grze iest 1a b a b
a b a b
− −

⋅ =
+ +

. 
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Korzyść więc tego który przedsiębierze 6 albo 7 wrzucić w dwoch 
rzutach dwoch kości, albo ktory zakłada sobie wrzucenie Asa w czte-

rech rzutach kości, iest 671 625 46
671 625 1296

−
=

+
 to iest blisko 1

28
 część 

wstawki swego przeciwnika.  
 

Przykład IV. Wynaleśdź podobieństwo trafu na wrzucenie dwóch 
Asow w dwoch rzutach iedney kości.  

Z rozumowania i prawidła podanego w §. 4. oczywiście wypada 
że 36

1
6
1

6
1 =⋅  iest podobieństwem szukaném.  

 
Przykład V. Jakie iest podobieństwo trafu na wrzucenie dwoch 

asów za trzema rzutami iedney kości?  
Wrzuciwszy asa za pierwszym razem, trzeba go ieszcze wrzucić raz w 
dwoch ostatnich rzutach, aże Podobieństwo wrzucenia go za pierw-
szym razem = 6

1 , a Podobieństwo wrzucenia go raz w dwóch rzutach 
podług Przyk. I 11

36=  więc Podobieństwo wrzucenia go w pierwszym 
rzucie, i znowu wrzucenia go w raz w dwoch ostatnich rzutach 

1 11 11
6 36 216= ⋅ = , to iest pierwszą częścią podobieństwa szukanego.  
Chybiwszy asa za pierwszym rzutem, wypada wypada go wrzucić 

w dwoch ostatnich rzutach dwa razy, aże podobieństwo chybienia go 
w pierwszym 5

6= , a podobieństwo wrzucenia go dwa razy w dwoch 
rzutach podług Przykł. IV. 36

11= ,więc podobieństwo chybienia go 
pierwszy raz a trafienia dwa razy w dwoch rzutach 5 51

6 36 216= ⋅ = to iest 
ga

2  część podobieństwa szukanego, więc podobieństwo szukane 
11 5 16
216 216
+ = . Podobieństwo przeciwnego zdarzenia 216

200= .  
 

Przykład VI. Jakie iest podobieństwo wrzucenia dwoch asów w 
czterych rzutach iedney kości?  
Podobieństwo wrzucenia asa pierwszy raz = 6

1 , ale trafiwszy pierwszy 
raz wypada ieszcze trafić raz w trzech rzutach na co mamy z Przykła-
du II Podobieństwo trafu = 216

91 , więc że się oboie zdarzy iest podo-

bieństwo równe 91 911
6 216 1296⋅ =

ey
1= części Podob: szukanego. Chybiw-

szy asa pierwszy raz na co podobieństwo 5
6= , wypada go wrzucić 

dwa razy w trzech rzutach ostatnich na co podobieństwo z Przykładu 
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V. 16
216= ; więc że się oboie trafi podobieństwo równe 1296

80
216
16

6
5 =⋅ , 2ga

część podobieństwa szukanego a przeto Podobieństwo szukane 
91 80 171

1296 1296 1296+ = . Tym samym sposobem rozumuiąc znaydziemy na-
stępnie Podobieństwo wrzucenia Asa tyle razu ile nam się podoba, w 
iakiéykolwiek liczbie daney rzutów.  

 
[Rachunek Losów: str. 8]  
[na lewym marginesie: wzory ogólne na wynalezienie podobieństwa 
trafu]  

§.7. Używaiąc liter do wyrażenia dopiero wymienionych reguł, na-
zwieymy a liczbę przypadków trafu, b liczbę przypadków chybienia, 
że zdarzenie iakie trafi się raz w liczbie n doświadczeń, podobieństwo 
trafu okaże nam szereg  

2 3 4

2 3 4 5 &
( ) ( ) ( ) ( )

a ab ab ab ab c
a b a b a b a b a b

+ + + + + =
+ + + + +

2 3 4

2 3 41 &
( ) ( ) ( )

a b b b b c
a b a b a b a b a b

 
= + + + + + + + + + + 

 

ktory to szereg należy ciągnąć do tyla terminów, poki ich liczbanie 
będzie równa liczbie n doświadczeń. I tak ieżeli a = 1, b = 5, liczba 
doświadczeń n.p. rzutów n = 4, podobieństwo trafu będzie 

5 25 125 6711
6 36 216 1296 1296= + + + = : tak iak w przykł. III.  
Też same zachowuiąc przypuszczenia, że los iaki zdarzy się dwa 

razy w liczbie n iakieykolwiek doświadczeń, podobieństwo trafu wy-
raża się przez szereg  

2 2 2 2 2 3 2 4

2 3 4 5 6

2 3 4 5 &
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a b a b a b a b c
a b a b a b a b a b

+ + + + + =
+ + + + +

 

2 2 3

2 2 3

2 3 41 &
( ) ( ) ( )

a b b b c
a b a b a b a b

 
= + + + + + + + + 

 

ktory to szereg należy ciągnąć do liczby terminów 1−n , to iest  
o iedność mnieyszey od liczby n doświadczeń. Niech będzie a = 1,  
b = 5, n = 8. Podobieństwo trafu  

1 10 75 500 3125 18750 109375 663991
36 216 1296 7776 46656 279936 1679616 1.679.616

= + + + + + + = . 
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I znowu że los iaki wypadnie trzy razy w liczbie n doświadczeń, po-
dobieństwo trafu wyraża się  

3 3 3 2 3 3 3 4

3 4 5 6 7

3 6 10 15 &
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a b a b a b a b c
a b a b a b a b a b

+ + + + =
+ + + + +

 

3 2 3

3 2 3

3 6 101 &
( ) ( ) ( )

a b b b c
a b a b a b a b

 
= + + + + + + + + 

 

który to szereg należy ciągnąć do liczby terminów 2−n , ieżeli n 
wyraża liczbę rzutów czyli doświadczeń.  

Te wszystkie szeregi podobieństwo trafu wyrażaiące na traf losu 
raz, dwa, trzy, l. razy w liczbie n doświadczeń, zamknąć możemy  
w iednym szeregu ogólnym: Niech a oznacza liczbę przypadków tra-
fu, b liczbę przypadków chybienia, l liczbę razy ile powinien los wy-
pasdz, n liczbę doświadczeń, położmy a + b = s: że los wypadnie l 
razy w liczbie n doświadczeń Podobieństwo trafu iest =  

2 3 4

2 3 4

.( 1) .( 1)( 2) .( 1)( 2)( 3)1 &
1.2. 1.2.3. 1.2.3.4.

l

l
a lb l l b l l l b l l l l b c
s s s s s
 + + + + + +
+ + + + + 

 
. 

(1) 

s którego to szeregu należy wziąć terminów początkowych liczbę  
n – l + 1, a Zbiór ich wyrażać będzie podobieństwo trafu szukane.  

 
Chcąc teraz znaleśdz podobny wyraz ogólny okazuiący podobień-

stwo chybienia, to iest że los nie trafi się l razy w liczbie n doświad-
czeń trzeba nam teraźnieysze zadanie przywiesdź do poprzedzaiącego, 
czego dokażemy przez następuiącą uwagę. Wystawmy sobie dwoch 
graczow, A, i B, ubiegaiących się przez Zakłady o wygraną: liczba 
przypadków trafu dla A iest a, a liczba podobnych przypadków dla B 
iest b; A utrzymuie że los wypadnie l razy w liczbie n doświadczeń; B 
utrzymuie że nie wypadnie l razy w n doświadczeniach, więc ieżeli los 
wypadnie tylko 1−l  razy w n doświadczeniach, B wygra: od n odcią-
gnąwszy 1−l , czyli 1n l− +  pokazuie że ieżeli los wypadnie 

11 +−=−+ lnln  razy w liczbie n doświadczeń, B wygra; ieżeli zaś 
wypadnie l razy w teyże samey liczbie n doświadczeń, A wygrywa: 
szukaiąc podobieństwa trafu dla B którego przypadki przyiazne są b, a 
nieprzyiazne a; to podobieństwo wypadnie z rozwiązania następuią-
cego zagadnienia: maiąc b liczbę przypadków trafu, liczbę przypad-
ków chybienia a, znaleśdz podobieństwo trafu, że los wypadnie 

1+− ln  razy w liczbie n doświadczeń? Nazwawszy 1n l p− + = , 



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 

STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

268 Witold Więsław 

widzemy oczywiście że szereg (1), który wyrażał podobieństwo trafu 
dla A, położywszy w nim za l, p; za b, a; za a, b; wyrażać będzie 

podobieństwo chybienia dla A =  

 (2)  

[Rachunek Losów: str. 9]  

s którego to szeregu należy wziąc terminów początkowych liczbę l, a 
ich zbiór okaże podobieństwo chybienia, to iest że los nie wypadnie l 
razy w liczbie n doświadczeń. Powiedziałem że należy wziąć liczbę l 
terminów z szeregu (2); bo tu n wyraża liczbę doświadczeń, 1+− ln  
liczbę razy ile los wypaśdź powinien, więc liczba terminów do wzię-
cia bydź powinna ( 1) 1n n l l= − − + + = .  

Powiedzieliśmy wyżey, że podobieństwo trafu dodane do podo-
bieństwa chybienia daie iedność, więc maiąc znane podobieństwo 
chybienia, poznamy natychmiast podobieństwo trafu: możemy przeto 
używać szeregu (1), albo szeregu (2) do rozwiązania zagadnień trzy-
maiąc się atoli zawsze tego, w którym rachunek zachodzi krótszy i 
łatwieyszy. Aże używaiąc szeregu (1) należy nam z niego wziąc ter-
minów liczbę 1+− ln ; używaiąc zaś (2) potrzeba wziąć terminów 
liczbę l, więc dla krotszego rachunku ieżeli 1+− ln < l czyli ln <+

2
1

należy użyć szeregu (1); ieżeli zaś ln >+
2

1 , należy użyć szeregu (2). I 
tak wystawmy sobie los maiący ieden przypadek trafu a 35 przypad-
ków chybienia, gdybyśmy chcieli znaleśdź podobieństwo trafu na 
zdarzenie się tego losu raz w 24 doswiadczeniach, ponieważ tu n = 24, 
l = 1, b = 35, a = 1, na wynalezienie podobieństwa trafu musieli by-
śmy wziąc 24 terminy używaiąc (1) szeregu, kiedy używaiąc szeregu 
ostatniego (2) nie potrzeba nam tylko iednego terminu, i podobień-

stwo chybienia 
24

24

35 1
36

= ⋅ . ktorego ułomku przez Logarytmy znalezio-

na wartość = 0,50871, co odciągnąwszy od iedności reszta da podo-
bieństwo trafu = 0,49129 a zatem stosunek losów że chybi będzie 
blisko 50 do 49. – Podobnie gdyby nam przyszło szukać podobień-
stwa trafu, że tenże sam los co przedtym wypadnie dwa razy w 60 
doświadczeniach, będzie l = 2, n = 60, 1+− ln  = 59, co pokazuie, 
żeby nam trzeba wziąć 59 terminów używaiąc szeregu (1), kiedy 
używaiąc drugiego nie potrzeba brać tylko dwa terminy, i będzie po-

2 3 4

2 3 4

.( 1) .( 1)( 2) .( 1)( 2)( 3)1 &
1.2. 1.2.3. 1.2.3.4.

p

p
b pa p p a p p p a p p p p a c
s s s s s

 + + + + + +
+ + + + + 
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dobieństwo chybienia 
59

59

35 591 0,5007
36 36

 + =  
 co ociągnąwszy od ied-

ności, otrzymamy podobieństwo trafu = 0,4993 a zatem stosunek lo-
sów za zdarzeniem iest blisko 499 do 500.  

 
Przykład VII. Znalesdź podobieństwo trafu na wrzucenie Asa raz 

tylko a nie więcey, w czterech rzutach kości.  
To zadanie należy dobrze rozróżnić od przykładu III, tam bowiem 

w iakimkolwiek z czterech rzutów wypadł As, gra ustaie; tu zaś przez 
warunek położony, wrzuciwszy asa w pierwszym n. p. rzucie, obo-
wiązany iest gracz do dalszych rzutów które są całkiem przeciwko 
Niemu aż do ostatniego rzutu po którym gra ustaie. W Przykładzie 
3cim  mamy podobieństwo nieograniczone trafu na wrzucenie Asa raz 
lub więcey w czterech rzutach 1296

671 ; w Przykładzie VItym mamy podo-
bieństwo trafu na wrzucenie dwa razy przynaymniéy, a zatem i wię-
cey razy Asa za czterema rzutami 1296

171=  : odciągnąwszy drugie od 
pierwszego, zostaie się 500

1296 . Podobieństwo trafu na wrzucenie raz 
tylko a nie więcey Asa w czterech rzutach. Podobieństwo zaś  
[Rachunek Losów: str. 10] chybienia 796

1296= ; stósunek losów przeciw-
ko wygrany 796 do 500, to jest blisko 8 do 5.  

 
Przykład VIII. Niech będzie dwóch graczów A, i B razem graią-

cych. Gracz A potrzebuie iednego, Gracz zaś B potrzebuie dwóch 
punktów do skończenia gry całéy i do wygraney. Jakież będzie dla 
każdego z nich podobieństwo do wygrany?  

Tu zważyć nam nasamprzód potrzeba że cała gra skończy się zro-
bieniu naywięcey dwoch punktów, a ieżeli każdy punkt potrzebuie 
iedney gry, więc wygrana zupełna będzie po dwóch naywięcey grach, 
gdyż ieżeli za pierwszą grą A zrobi punkt ieden, cała wygrana skończy 
się: ieżeli zaś ten punkt zrobi gracz B, więc każdemu z nich nie będzie 
brakować tylko iednego punktu, który gdy za drugą grą musi wypaśdź 
dla A lub B, cała wygrana skończyć się musi: z czego to się okazuie, 
że gracz A potrzebuie raz tylko, gracz zaś B potrzebuie dwa razy wy-
grać, w dwoch tylko grach: A ieżeli obydwa gracze są w zupełnie 
równych okolicznościach do wygrania lub chybienia pierwszy gry, 
więc podług §.2. podobieństwo trafu że B wygra pierwszą grę 2

1= , a 
zatem że wygra dwa razy tuż po sobie Podobieństwo trafu 1 1 1

2 2 4= ⋅ = ; 
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a zatem podobieństwo trafu że A wygra 4
3

4
11 =−= , stósunek losów 

za wygraną A iest, iak 3 do 1. 
  

Przykład IX. Dway gracze A, i B graiąc z sobą, A potrzebuie ied-
nego punktu, B zaś potrzebuie ich dwa do skończenia całey gry i zu-
pełney wygraney; ale B ma za sobą dwa razy więcey przypadków 
trafu iak A: iakież dla każdego z nich będzie podobieństwo wygrany?  

Widzemy to iak w poprzedzaiącym przykładzie że cała wygrana oka-
że się po dwóch grach, w których potrzeba dla B dwa razy, a zaś A raz 
tylko wygrać: ponieważ zaś B ma dwa przypadki do wygrania iedney 
gry, a A ma ich tylko ieden: więc podobieństwo że A wygra pierwszy raz 

3
2= , a zatem że wygra dwa razy tuż po sobie iest podobieństwo trafu 
2 2 4
3 3 9= ⋅ = , a zatem podobieństwo trafu dla A 9

5
9
41 =−= . Stósunek 

losów że A wygra raz nim B wygra dwa razy, iest iak 5 do 4.  
Tu wypada nam zrobić bardzo potrzebną uwagę: Bardzo iest nie-

bezpieczno w materyach losu wnioskować z powierzchownego wi-
dzenia rzeczy i rozumować bez pomocy rachunku: w ostatnim przy-
kładzie zdaie się z warunków Pytania obydwoch Graczy podobień-
stwo równe do wygrany atoli oczywiście rachunek pokazał nie rów-
ność, którą to nierówność przez rachunek odkrytą można zastanowiw-
szy się znaleśdź przez rozumowanie: gdyż lubo B ma dwa razy więcey 
przypadków trafu iak A, to tylko pokazuie iż ciągnąc grę częściéy 
można wygrawać B iak A; ale tu w dwóch grach potrzeba obydwie 
wygrać B, a tylko iednę A, przypadek zaś trafu nie iest to iedno co 
pewna wygrana iakiéy to potrzeba, a zatem z tego względu losy dla B 
i A nie są tu zupełnie równe.  

8. Jakakolwiek iest liczba grów, którey dwa gracze A i B potrzebuią 
do skończenia losu i otrzymania wygrany; t wygrana skończy się nay-
daléy po takiéy liczbie grów iaka wypadnie odciągnąwszy jedność od 
Summy grów których każdy z nich do wygrany potrzebuie. [str. 11]  

Wystawmy sobie n. p. że A potrzebuie 3 punktów albo grów do 
wygrany i skończenia całey gry; B zaś potrzebuie podobnych grów lub 
punktów 5: cała wygrana skończyć sie naypóźniey musi po liczbie 
grów 7135 =−+ ; albowiem nim przyidzie do ostatniey determina-
cyi gry i wygrany całey, A musi mieć koniecznie 2 gry za sobą, B zaś 
musi ich mieć 4, po których iedna gra kończy wszystko dla A ieżeli 
będzie na iego stronę, lub dla B ieżeli ią B wygra, a zatem wszystko 
do skończenia potrzebuie naywięcey 7 grów. Przez podobne rozumo-
wanie okazać można tę prawdę w innych przypadkach.  
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Przykład X. Gracz A potrzebuie 3 punktów do skończenia całey 
gry i wygrany; gracz zaś B potrzebuie ich 7; ale liczby przypadków 
trafu iakie zachodzą między A i B są w stósunku iak 3 do 5. Jakież dla 
każdego podobieństwo wygrany, i jaki stosunek losów?  

Tu wystawiamy sobie że otrzymanie punktu wyciąga koniecznie 
iedney gry, więc gdy obydwa gracze potrzebuią 10 grów, cała wygra-
na skończy się naydaley po 9 grach: w których to 9 grach A potrzebuie 
trzy razy wygrać, B zaś siedm razy: Stosuiąc do teraźniéyszego przy-
kładu szeregi (1), (2), dane pod §.7, gdybyśmy chcieli użyć szeregu 
(1) do znalezienia Podobieństwa wygrany dla A, mielibyśmy 3=l , 

9=n , ale liczba terminów do wzięcia z szeregu (1) byłaby 
71 =+− ln ; kiedy używaiąc szeregu drugiego na znalezienie podo-

bieństwa wygrany dla B, mamy 9=n ; 3=l ; ;3=a  5=b liczba 
terminów do wzięcia 3=l ; Podobieństwo wygrany dla B 

7 7

7 9

5 21 252 51 484 0,28172
8 8 64 8
 = + + = ⋅ =  

 blisko, co odciągnąwszy od 

iedności wypada Podobieństwo wygrany dla A = 0,71828. Stósunek 
losów za wygraną A iest 71828 do 28172 to iest blisko iak 23 do 9.  

[na prawym marginesie: Inny sposób rozwiązania wszystkich poprze-
dzaiących Pytań]  

9. Wyłożone dotąd początki i prawidła służyć mogą do rozwiąza-
nia wielu pytań o losie: lubo zaś są prostym i iasnym sposobem te 
początki wyłożone, atoli mogą bydź ieszcze innym sposobem dowie-
dzione i prawie wyciągnione z uwagi nad iednym ogólnym wzorem.  

Wystawmy sobie kość iakiey zwyczainie do gry używaią, maiącą 
pewną iakąkolwiek liczbę ścian równych; powtóre wystawmy sobie 
drugą kość maiącą tęż same co pierwsza, lub inną iakąkolwiek liczbę 
ścian także równych: wszystkie odmiany które tylko w rzucie i grze 
tych dwóch kości zachodzić mogą zamknięte są w mnogości która 
powstaie mnożąc liczbę ścian pierwszey kości przez liczbę ścian kości 
drugiey.  

Na dowód tey prawdy niech będzie kość pierwsza maiąca ośm 
scian równych, kość zaś druga maiąca tych że ścian równych dwana-
ście: ustawiwszy iednę pewną ścianę kości pierwszéy, z nią łączyć 
możemy wszystkie dwanaście ścian kości drugiéy: po czym ustawiw-
szy znowu drugą ścianę kości pierwszey, z nią znowu układać może-
my wszystkie dwanaście ścian kości drugiéy, co nam iuż daie dwa 
razy dwanaście kombinacyi dwóch kości: toż samo czyniąc z trzecią, 
czwartą i. t. d. ścaną kości pierwszéy, i z każdą z nich układaiąc dwa-
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naście ścian kości drugiey za każdą razą otrzymamy nowych dwana-
ście odmian, a zatem wszystkich odmian zachodzących tyle razy dwa-
naście będzie ile ścian zamyka kość pierwsza: to iest tyle ile wynosi 
mnogość powstaiąca z rozmnożenia liczby ścian w kości pierwszey 
[str. 12] przez liczbę ścian kości drugiéy 96812 =⋅ . Stego szczegól-
nego przykładu widzieć możemy sposób dowodzenia tey prawdy na 
wszystkie iakiekolwiek przypadki dwóch kości, i przekonania się o 
ogólney prawdzie założonéy.  

Przybrawszy sobie kość trzecią, każda kombinacya dwóch pierw-
szych kości układać się może z każdą ścianą kości trzeciéy, a zatem 
rozmnożywszy liczbę odmian zachodzących w dwóch kościach przez 
liczbę ścian trzeciey, otrzymamy liczbę odmian które zachodzą w grze 
trzech kości.  

Wziąwszy znowu kość czwartą z iakąkolwiek liczbą ścian, każda 
kombinacya trzech kości układać się może z każdą ścianą czwartey 
kości, i znowu liczba odmian w czterech kościach rowną będzie mno-
gości powstaiącey z z rozmnożenia przez siebie czterech liczb odpo-
wiadaiących liczbie ścian czterech kości. Zgoła niech będzie iaka 
kolwiek liczba kości, a każda kość niech ma iakąkolwiek liczbę ścian 
równych. Wziąwszy liczbę ścian w każdey szczególności kości, i te 
wszystkie potym liczby rozmnożywszy przez siebie, otrzymamy w 
mnogości liczbę odmian zachodzić mogących w grze wszystkich tych 
kości.  

10. Wróćmy się teraz do uwagi dwóch tylko kości, i wystawmy 
sobie dwoiakie ściany w każdéy, białe i czarne; kość pierwsza ma 
ścian białych liczbę A, ścian czarnych liczbę B: kość znowu druga ma 
ścian białych liczbę a, ścian czarnych liczbę b; liczba ścian wszyst-
kich w pierwszey kości BA + : liczba ścian wszystkich w drugiéy 

ba += ; a zatem liczba wszystkich odmian w obydwóch kościach 
( )( )A B a b Aa Ab Ba Bb= + + = + + + , w tych czterech terminach ma-

my następuiące znaczenia:  
Naprzód Jako mnogość z liczby scian pierwszey, przez liczbę 

scian drugiéy kości wyraża wszystkie odmiany obydwoch kości; tak 
liczba ścian białych w pierwszey przez liczbę scian białych w drugiéy 
kości wyraża wszystkie odmiany zachodzące w scianach białych oby-
dwoch kości, a zatym termin Aa zamyka liczbę przypadkow trafu na 
wrzucenie w grze dwoch kości obydwoch scian białych.  

Powtóre przez podobne rozumowanie łatwo się przekonać że licz-
ba ścian białych pierwszey rozmnożona przez liczbę ścian czarnych 
drugiey kości, okaże liczbę przypadków w grze dwóch kości tak uło-



ŚLĄSKI 
PRZEGLĄD 
STATYSTYCZNY 

Nr  13(19) 

 

 

 

  

 

Pierwsza polska rozprawa z rachunku prawdopodobieństwa 273 

żonych, aby kość pierwsza padła na białą a kość druga na czarną scia-
nę: a zatem termin Ab wyraża liczbę przypadków trafu na wrzucenie 
iakieykolwiek ściany białey w pierwszey, i iakieykolwiek sciany 
czarney w drugiéy kości.  

Potrzecie Termin Ba wyraża liczbę przypadków trafu na wrzuce-
nie iedney ściany czarney w pierwszey, i iedney ściany białey w dru-
giéy kości, a zatem Summa terminów Ab Ba+ wyraża liczbę przy-
padków trafu na wrzucenie iedney białey, a drugie czarney ściany w 
iakieykolwiek kosci.  

Poczwarte Termin Bb wyraża liczbę przypadków wszystkich trafu 
na wrzucenie obydwoch ścian czarnych przez dwie kości.  

Wytłumaczone dopiero znaczenie terminów okazuie nam że te 
służą nam do odpowiedzi na pytania wszystkie które tylko w grze 
dwóch kości zachodzić mogą: bo z nich ułożyc można podobieństwo 
trafu na każdy przypadek.  

Aa
Aa Ab Ba Bb

=
+ + +

 Podobieństwo trafu, żeby koniecznie wrzucić 

dwie ściany białe.  
Bb

Aa Ab Ba Bb
=

+ + +
 Podob: trafu żeby wrzucić obydwie ściany 

czarne. [Rachunek Losów: 13]  
Aa Ab Ba

Aa Ab Ba Bb
+ +

=
+ + +

Pod. trafu żeby wrzucić przynaymniéy iednę 

ścianę białą, gdzie nawet dwie ściany białe nie przegrywaią.  
Ab Ba Bb

Aa Ab Ba Bb
+ +

=
+ + +

 Pod. trafu żeby wrzucić przynaymniéy iednę 

ścianę czarną.  
Ab Ba

Aa Ab Ba Bb
+

=
+ + +

 Podobieństwo trafu, żeby wrzucić iednę tylko 

ścianę białą, albo iednę tylko ścianę czarną.  
Przybierzmy sobie teraz kość trzecią z iakąkolwiek liczba ścian,  

w niéy liczba ścian białych α= , liczba ścian czarnych β= , liczba 
ścian wszystkich ;α β= + ( )( )Aa Ab Ba Bb α β+ + + + =
Aa Ab Ba Bb Aa Ab Ba Bbα α α α β β β β+ + + + + + + wyraża liczbę 
wszystkich odmian zachodzić mogących w grze trzech kości.  

Roztrząsaiąc terminy tey mnogości, poznamy łatwo: że termin 
pierwszy αAa  wyraża liczbę przypadków trafu na wrzucenie wszyst-
kich trzech ścian białych; termin drugiéy αAb  liczbę przypadków 
trafu na wrzucenie dwóch ścian białych to iest pierwszey i trzeciéy, a 
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iedney ściany czarney w drugiéy kości i tak daley, co proste przypa-
trzenie się każdego nauczy. Biorąc zatem po iednym lub po kilka ter-
minów takowéy mnogości, mamy odpowiedź na iakie pytanie ktore 
zachodzi w grze trzech kości. Nie tylko zaś terminy przypadki trafu 
wyrażaiące przywiodą nas do podobieństwa trafu, ale ieszcze reszta 
terminów od mnogości pozostałych daie liczbę przypadków chybie-
nia, sktórey łatwo mieć i podobieństwo chybienia i stósunek losów.  
I tak n. p. na zapytanie iaka iest liczba przypadków trafu na wrzucenie 
dwóch ścian białych a iedney czarney przez trzy kosci? daią odpo-
wiedź terminy Ab Ba Aaα α β+ + : i ten który się zakłada na zdarze-
nie tego losu, ma za soba stósunek losów Ab Ba Aaα α β+ +  do 
Aa Bb Ab Ba Bbα α β β β+ + + +  gdyż ostatnie pięć terminów to iest 
reszta mnogości od pozostałey liczby trafów, wyraża liczbę przypad-
ków chybienia.  

Ponieważ αAa  wyraża liczbę przypadków trafu na wrzucenie 
trzech ścian białych, więc podobieństwo trafu  

Aa
Aa Ab Ba Bb Aa Ab Ba Bb

α
α α α α β β β β

=
+ + + + + + +

( )( )( )
Aa A a

A B a b A B a b
α α

α β α β
= = × ×

+ + + + + +
; aże w tey ostatniey 

funkcyi pierwszy mnożnik wyraża podobieństwo trafu na wrzucenie 
pierwszą kością ściany białey: trzeci Mnożnik takież podobieństwo 
wyraża na wrzucenie trzecią kością ściany białey; więc stąd okazuie 
się prawda tego prawidła któreśmy podali w §. 4. iż Podobieństwo 
trafu na wiele zdarzeń i losów niezawisłych wypadnie z rozmnożenia 
ułomków wszystkich wyrażaiących podobieństwo trafu na każdy los 
poiedyńczy: bo lubo przykład teraźnieyszy nie zachodzi tylko między 
trzema zdarzeniami, łatwo atoli stąd widzieć prawdę reguły po-
wszechney na iakąkolwiek liczbę zdarzeń niezawisłych.  

Weźmy się ieszcze do przykładu dwóch kości, sktórych pierwsza 
ma liczbę ścian białych A, liczbę ścian czarnych B, liczbę ścian 
wszystkich A B+ ; druga liczbę ścian białych a, scian czarnych b, 
ścian wszystkich ba + : [str. 14] mnogość Aa Ab Ba Bb+ + +  zamy-
ka liczbę wszystkich odmian zachodzić mogących w grze dwoch ko-
ści: przypuśćmy teraz że liczba ścian w obydwoch kościach iest zu-
pełnie równa, i że tyle iest białych ścian na pierwszey ile na drugiéy, 
podług takiego przypuszczenia A = a, B = b, a więc szukana mnogość 
zamieni się na 2 22a ab b+ + , w którey 2a  wyraża liczbę przypadków 
trafu na wrzucenie dwoch ścian białych; 2b  takąż liczbę na wrzucenie 
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dwóch ścian czarnych, ab2  liczbę przypadków trafu na wrzucenie 
iedney ściany białey i iedney czarney. Podobnie zważaiąc przykład 
trzech kości i we wszystkich równa ścian liczbę będzie α== aA , 
B b β= = , mnogość z trzech mnożników powstaiąca zamieni się na 

32233 33)( babbaaba +++=+ , 3aAa =α  wyraża liczbę przypad-
ków trafu na wrzucenie trzech ścian białych, 

23Ab Ba Aa a bα α β+ + =  przypadki trafu na wrzucenie dwóch ścian 
białych a iedney czarney.  

11. Stey ostatniéy uwagi wypada ogólne prawidło: Niech będzie 
iakakolwiek liczba n kości maiących równą liczbę ścian, podzielonych 
na białe i czarne, niech liczba ścian białych na każdey kości będzie 
= a, liczba ścian czarnych na każdey = b, wyniosłszy funkcyą dwuwy-
razową do potęgi n, to iest ( )na b+ : w tey Naprzod pierwszy termin 

na  wyraża liczbę przypadków trafu na wrzucenie n ścian białych. 
Powtóre drugi termin 1nna b− , liczbę przypadków trafu na wrzucenie 
ścian białych liczbę 1−n , i iedney czarney: Potrzecie termin trzeci 

2 21
2

nnn a b−−⋅ wyraża liczbę trafów na wrzucenie 2n −  ścian ścian bia-
łych i dwóch czarnych i td. ogólnie wykładnik a wyrażać będzie licz-
bę ścian białych, wykładnik zaś b liczbę ścian czarnych wrzucić się 
mogąca.  

Zebyśmy mogli porównać prawidła wypadaiące z uwagi funkcyi 
dwuwyrazowéy wyniesioney do Potęgi n , gdzie n znaczy liczbę ko-
ści; z prawidłami wyżey iuż podanemi weźmy do rozwiązania Pyta-
nia, naktóreśmy iuż w §. 6. dali odpowiedź.  

Znaleśdź Podobieństwo trafu na wrzucenie Asa w czterech rzutach 
kości iednéy sześć ścian maiącey?  

Chcąc odpowiedzieć na to Zapytanie potrzeba nam zauważyć,  
że rzucać cztery razy iednę kość, czyli też rzucić razem cztery  
kości równe i podobne wszystko iedno znaczy, bo tu różnica cała  
zachodzi w czasie który bynaymniéy w wypadek losu nie wpływa: iak 
prędko bowiem liczba przypadków trafu i chybienia zostaie ta sama, 
czas dłuższy lub krótszy potrzebny do gry bynaymniéy losu nie  
odmienia: a zatem pytanie zadane może się inaczey tak wyłożyć:  
znaleśdź podobieństwo trafu na wrzucenie Asa za iednym rzutem 
czterech kości. W takim znaczeniu niech As wyznacza to, cośmy na-
zwali ściany białe; ściany zaś czarne niech znaczą wszystkie inne 
punkta na kości oprócz Asa, a przeto a = 1, b = 5, wyniosłszy a b+  
do potęgi czwartey 4 3 2 2 3 44 6 4a a b a b ab b+ + + + : Summa terminów 
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4 3 2 2 34 6 4a a b a b ab+ + + , w których każdym znayduie się a, wyrażać 
będzie liczbę przypadków trafu = 1 + 20 + 150 + 500 = 671, potęga 
zaś czwarta 1296)51( 4 =+ wyraża liczbę przypadków wszystkich, 
więc podobieństwo szukane 671

1296
= . Podobieństwo co się zupełnie 

zgadza z Przykł: III.  
Gdybyśmy byli szukali podobieństwa chybienia, rachunek wypada 

krótszy bo to 
4

4

625
( ) 1296

b
a b

= =
+

; skąd 625 6711
1296 1296

− =  Podobieństwo 

trafu.  
Ogólnie rozwiązuiąc zadanie: ażeby w rzucie kości n, lub w rzu-

tach n kości iedney trafi na Asa. Podobieństwo chybienia to iest żeby 

żaden As nie wypadł iest 
( )

n

n
b

a b
=

+
 a zatem podobieństwo trafu 

( )1
( ) ( )

n n n

n n
b a b b

a b a b
+ −

= − =
+ +

, ostatni bowiem termin potęgi [str. 15] 

dwuwyrazowéy nie zamyka a, a zatem wyraża liczbę przypadków na 
chybienie Asa.  

Podobnym sposobem zadawszy sobie pytanie aby w czterech rzu-
tach iedney kości wrzucić dwa Asy, to pytanie zupełnie iest to samo 
co za iednym rzutem czterech kości wrzucenie dwóch Asów, a zatem 

4)( ba + , wziąwszy stey funkcyi wszystkie terminy gdzie a iest wynie-
sione do potęgi drugiey lub wyższey, zbiór ich da liczbę przypadków 
trafu to iest .17115020164 2234 =++=++ babaa Podobieństwo 

trafu 171
1296

= , Podobieństwo chybienia 
3 4

4

4 171 11251
( ) 1296 1296
ab b
a b

+
= = − =

+
.  

Ogólnie chcąc za rzutem iakieykolwiek liczby n kości, lub w rzutach 
n teyże samey kości wrzucić dwóch Asów, nayłatwiey iest nam znaleśdź 
Podobieństwo chybienia, bo przypadki chybienia zamykaią się w termi-
nach gdzie się nie znayduie a, albo gdzie się tylko znayduie w pierwszy 
potędze. Aże ta własność w funkcyi nba )( + służy tylko dwom termi-
nom ostatniemu i przedostatniemu to iest na nn bnab +−1 , więc Podo-

bieństwo chybienia dwóch Asów w rzucie n kości 
1

( )

n n

n
nab b

a b

− +
=

+
, a stego 

Podobieństwo trafu 
1 1 1( )1

( ) ( )

n n n n n

n n
nab b a b nab b

a b a b

− − −+ + − −
= − =

+ +
.  
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Chcąc za iednym rzutem n kości, albo w rzutach n iednéy kości 
wrzucić trzech Asów, łatwo iest determinować podobieństwo chybie-
nia, którego przypadki są zawarte w trzech ostatnich terminach 

nba )( + , w nich bowiem a nie znayduie sie w wyższey potędze nad 
drugą: od tego podobieństwa łatwo przyiśdź do podobieństwa trafu. 
Podobnie rozumować można o innych przykładach w grze kości: roz-
wiązuiąc ich Pytania przez własności funkcyi dwuwyrazowey 

nba )( + , wszystkie wypadki znaydziemy zgodne z temi któreśmy 
wyżey w Przykładach rożnych przez inny znaleźli sposób.  

12. Te własności funkcyi dwuwyrazowéy w grze kości spostrze-
żone, przystósować można do innych gatunków losu, gdzie idzie o 
trafienie lub chybienie iakiego zdarzenia w iakieykolwiek liczbie razy, 
byleby przypadki chybienia i trafu w każdym razie czyli doświadcze-
niu wyrazić przez b i a. I tak wystawiwszy sobie dwóch graczów A, B 
ubiegaiących się o zdarzenie iakiego losu; gdzie A robi zakład że ten 
los wypadnie l razy, w liczbie n doświadczeń: B zaś zakłada się że 
tenże los nie wypadnie l razy w teyże samey liczbie doświadczeń: iest 
zaś w każdem doświadczeniu liczba przypadków trafu a; b liczba 
przypadków chybienia: z funkcyi nba )( +  wziąwszy tyle ostatnich 
terminów ile l zamyka iedności, ich zbiór da nam liczbę przypadków 
chybienia we wszystkich doświadczeniach; którą rozdzieliwszy przez 

nba )( +  otrzymamy podobieństwo chybienia to iest że B wygra.  
Z drugiey strony B zakładaiąc się że A nie wygra l razy w n do-

świadczeniach, to samo utrzymuie iak gdyby A nie wygrał więcey 
razy tylko 1−l ; aże liczba wszystkich wygrywaiących i przegrywaią-
cych zdarzeń między A i B, iest n przez założenie, bo graią obydwa n 
razy, więc odciągnąwszy od n, 1−l , czyli 1+− ln  okazuie [str. 16] 
że B przedsiębierze wygrać 1+− ln  razy w n doświadczeniach. Na-
zwawszy 1n l p− + = , rzecz oczywista iż z funkcyi nba )( +  roze-
brawszy na terminy, ostatnie terminy 22

2
11 −−− ⋅++ nnnn bannabb  i t.d 

których by liczba była l, wyrażaią liczbę przypadków w których B 
wygrywa zakład; pierwsze zaś terminy 1 2 21

2
n n nna na b n a b− −−+ + ⋅  i t.d 

których liczba iest p pokazuią liczbę przypadków trafu w których A 
wygrywa zakład a zatém stósunek losów za wygraną B, iest iako licz-
ba l ostatnich do liczby p początkowych terminów z funkcyi nba )( + .  
[na lewym marginesie: Tenże sam początek stósowany do kontynua-
cyi (dopisane: trwałości) gry]  
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13. Tenże sam początek funkcyi ( )na b+ stósować możemy do za-
gadnień o skończeniu gry, kiedy zupełna wygrana od pewney liczby 
grów których każdy gracz potrzebuie, zawisła. I tak założywszy że 
dwa gracze razem graiący A i B potrzebuią do zupełney wygrany 
pewney liczby grów, to iest A potrzebuie ich liczbę l; B zaś potrzebuie 
ich p; obydwa razem potrzebuią ich pl + ; więc cała gra skończy się 
naydaléy po liczbie 1−+ pl  grów podług §.8: połóżmy ieszcze że w 
każdey szczególnéy grze przypadki trafu za wygraną A i B są w 
stósunku iak a do b; przeto wyniósłszy funkcyą ba +  do potęgi 

1−+ pl ; liczba przypadków w których każdy z nich wygrać może 
zupełnie po skończonéy całey grze będzie w stósunku, iako Summa 
terminów początkowych tylu, ile iedności wyraża p, do Summy ter-
minów ostatnich tylu, ile iedności wyraża l.  

I tak, gdyby do całey wygrany A potrzebował 3, B zaś potrzebował 
7 grów; a stósunek trafów w każdey szczególney grze za A, B iest iak 
3 do 5; będzie 3=l , 7=p , 3=a , 5=b , qpl =−+ 1 , więc 

9 9( ) (3 5)a b+ = + , stósunek losów za wygraną A będzie iak 7 pierw-
szych, do 3 ostatnich terminów potęgi 9)53( + . Wziąwszy zaś trzy 
ostatnie terminy tey potęgi i te rozdzieliwszy przez potęgę całą, wy-
padnie nam podobieństwo chybienia A, albo podobieństwo wygrany 
dla B, ktore odciągnąwszy od iedności, otrzymamy podobieństwo 
wygrany dla A. Ostatnie trzy terminy 9)( ba +  są 9 8 2 79 36b ab a b+ + , 
które otrzymuiąc wyżey położoną wartość na a, b równe w liczbach 

37.812500= : 9)( ba + = 134.217728. a zatem Podobieństwo wygrany 

dla B 37812500 9453125
134.278.728 33554432

= =  co odciągnąwszy od iedności wy-

padnie Podobieństwo wygrany dla A 24101307
33554432

= , stósunek losów że 

A wprzód skończy iak B, i że A wygra 24101307
33554432

 to iest blisko iako 

23 do 9. co się zupełnie zgadza z przykładem X.  
14. Zostaie nam ieszcze do zupełnego porównania sposobów po-

danych na rozwiązanie zagadnień o losie, Pytanie w którym zakłada-
my sobie otrzymać pewną determinowaną liczbę trafów, tak dalece, że 
liczba trafów mniéysza lub większa nad podaną przegrywać musi. 
takiego rodzaiu [str. 17] Pytania rozwiązuią się przez ieden tylko ter-
min funkcyi nba )( + . n. p. Znaleśdź podobieństwo trafu na wrzucenie 
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nie więcey iak iednego tylko Asa za czterema rzutami iedney kości, 
lub za iednym rzutem czterech kości?  

Ponieważ n znaczy liczbę kości do rzutu iednego, lub liczbę rzu-
tów iedney kości; w teraźniéyszém zadaniu 4=n ; 

4 4 3 2 2 3 4( ) 4 6 4a b a a b a b ab b+ = + + + + ; żeby wrzucić za iednym rzu-
tem czterech kości iednego Asa lub więcey, mamy przypadki trafu w 
terminach 4 3 2 2 34 6 4a a b a b ab+ + + ; żeby zaś w iednym rzucie czte-
rech kości wrzucić dwóch Asów lub więcey, terminy 

4 3 2 24 6a a b a b+ +  dadzą nam przypadki trafu: więc na znalezienie 
przypadków trafu na wrzucenie iednego tylko Asa a nie więcey, trze-
ba nam od pierwszych czterech odciągnąć trzy pierwsze terminy, zo-

stanie nam się termin 34ab  a zatem podobieństwo trafu 
3

4

4
( )

ab
a b

=
+

500 125
1296 324

= =  co się zupełnie zgadza z Przykł: VII.  

To ieszcze okazać można przez §. 11. wktórym wyłożyliśmy zna-
czenie każdego terminu funkcyi ( )na b+ , skąd wypada że termin 

34ab  wyraża wrzucenie iednego tylko Asa, bo a wyniesione w nim 
iest do pierwszy tylko potęgi. A zatem w ogólności mowiąć wszystkie 
podobne pytania, w którychbyśmy sobie założyli wrzucić liczbę tylko 
l Asów a nie więcey, rozwiążą się przez ieden tylko termin w których 
się znayduie potęga lnab − ; wynalezienie współczynnika tego terminu 

złożonego z Mnożników n, 
1 2 3, ,

2 3 4
n n n− − −

 i t.d. zależy od potęgi n: 

co nie zamyka żadney trudności.  
 

[następna strona; brak numeracji]  
Rachunek Losów  

Przydatek do §. 13 
 

Za pomocą sposobu w tym §. wyłożonego, możemy rozwiązać Py-
tania, iakieśmy mieli w Przykładach VIII. IX. i X.: i na dwoch gra-
czów A, B naznaczaiąc różną liczbę brakuiących punktów czyli grów 
do otrzymania zupełney wygrany, znaleśdź można Podobieństwo któ-
ry z nich wprzód grę zakończy i wygra, a stąd wyciągnąć stósunek 
losów, sktórego ułożyć można Tablicę na różne przypadki. Nie będzie 
od rzeczy przyłączyć tu małą Tablicę przykładów: w których wysta-
wiamy sobie że liczba brakuiących punktów każdemu Graczowi do 
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zakończenia gry nie przewyższa 6, i że obydwie strony z równą zręcz-
nością graią.  
 
Punkta czyli gry Stósunek losów Punkta czyli gry Stósunek losów  
brakuiące  do wygrany  brakuiące  do wygrany  
 
1,     2, .................3,     1. 2, .... 6 ...................120. ....... 8 
1,     3, .................7,     1. 3, .... 4 .....................42. ....22 
1,     4, ...............15,     1. 3, .... 5 .....................99, ..... 29 
1,     5, ...............31,     1. 3, .... 6 ...................219, ..... 37 
1,     6, ...............63,     1. 4, .... 5 ...................163, ..... 93 
2,     3, ...............11,     5. 4, .... 6 ...................382, …. 130 
2,     4, ...............26,     6. 5, .... 6 ....................638, ... 386 
2,     5, ...............57,     7. 

do wyrachowania tey Tablicy, dosyć iest położyć za l. p. punkta bra-
kuiące w kolumnie pierwszey, a ponieważ obydwie strony z równą 
zręcznością graią więc w tym założeniu 1=a , 1=b , wyniosłszy więc 

ba +  do potęgi 1l p+ − , wziąć należy liczbę p terminów pierwszych 
i liczbę l terminów ostatnich, w nich 1== ba , a stąd wypadaiące licz-
by dadzą stósunek losów odpowiadaiący założeniu. I tak w przykładzie 
7 gdzie A brakuie 2, a B brakuie 4 grów do kończenia, tu 4=l , 2=p , 

51 =−+ pl , 5 5 4 3 2 2 3 4 5( ) 5 10 10 5a b a a b a b a b ab b+ = + + + + + ; 
pierwsze dwa terminy kiedy 1=a , 1=b , wynoszą 6; a cztery ostatnie 
wynoszą 26, skąd stósunek losów = 26: do 6. tak iak w Tablicy.  
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Rys. 2. Ostatnia strona rękopisu [4] Jana Śniadeckiego.  
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WYSZCZEGÓLNIENIE Dolnośląskie Opolskie Śląskie 
Powierzchnia w km2   2005 19948 9412 12331 
 2012 19947 9412 12333 
 2013 19947 9412 12333 
Polska = 100   2005 6,4 3,0 3,9 
 2012 6,4 3,0 3,9 
 2013 6,4 3,0 3,9 
Ludność 1 (stan w dniu 31 XII):     
w tysiącach   2005 2888,2 1047,4 4685,8 
 2012 2914,4 1010,2 4615,9 
 2013 2910,0 1004,4 4599,4 
Polska = 100   2005 7,6 2,7 12,3 
 2012 7,6 2,6 12,0 
 2013 7,6 2,6 11,9 
w miastach w %   2005 71,1 52,6 78,6 
 2012 69,6 52,2 77,6 
 2013 69,4 52,1 77,4 
na 1 km2   2005 145 111 380 
 2012 146 107 374 
 2013 146 107 373 
Kobiety na 100 mężczyzn   2005 108 107 107 
 2012 108 107 107 
 2013 108 107 107 
Ludność 1 według grup wieku w %:     
0–19 lat   2005 21,9 22,8 21,9 
 2012 19,3 18,9 19,2 
 2013 19,1 18,6 19,0 
20–44   2005 36,7 37,9 37,1 
 2012 37,5 37,5 36,9 
 2013 37,6 37,3 36,8 
45–64   2005 27,9 25,7 27,7 
 2012 29,0 28,8 28,9 
 2013 28,5 28,8 28,7 
65 lat i więcej   2005 13,5 13,7 13,2 
 2012 14,2 14,8 15,0 
 2013 14,8 15,3 15,5 

                                                           
1 Od 2010 r. dane prezentowane są w oparciu o wyniki NSP 2011. 
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WYSZCZEGÓLNIENIE Dolnośląskie Opolskie Śląskie 
Ruch naturalny:     
Małżeństwa na 1000 ludności  2005 5,2 4,7 5,4 
 2012 5,2 5,3 5,4 
 2013 4,4 4,7 4,8 
Rozwody na 1000 ludności   2005 2,6 1,8 2,0 
 2012 2,0 1,6 1,8 
 2013 2,0 1,6 1,9 
Rozwody na 1000 nowo zawartych 
małżeństw  2005 487,3 371,9 360,8 
 2012 384,0 309,5 340,7 
 2013 460,6 343,9 387,0 
Płodność kobiet   2005 34,3 30,4 33,0 
 2012 38,8 35,4 39,9 
 2013 37,0 33,1 38,8 
Współczynnik dzietności   2005 1,15 1,04 1,13 
 2012 1,20 1,15 1,27 
 2013 1,15 1,07 1,25 
Przyrost naturalny na 1000 ludności  2005 -1,0 -0,9 -1,2 
 2012 -1,1 -1,2 -1,0 
 2013 -1,6 -2,0 -1,4 
Przeciętna liczba lat dalszego trwania 
życia w momencie urodzenia:     
mężczyzn 2005 70,4 71,9 70,5 
 2012 72,3 73,1 72,0 
 2013 72,5 73,5 72,4 
kobiet   2005 78,9 79,5 78,5 
 2012 80,3 80,6 80,0 
 2013 80,9 80,9 80,1 
Migracje:     
Saldo migracji wewnętrznych  
i zagranicznych na pobyt stały  
na 1000 ludności   2005 -0,6 -3,0 -1,9 
 2012 0,3 -2,1 -1,3 
 2013 0,0 -3,3 -2,0 
Pracujący (wg faktycznego miejsca 
pracy; stan w dniu 31 XII):     
W tysiącach   2005 886,5 294,3 1504,9 
 2012 1005,4 308,9 1642,4 
 2013 1018,2 311,4 1638,7 
Na 1000 ludności   2005 306,9 280,9 321,2 
 2012 345,0 305,8 355,8 
 2013 349,9 310,1 356,3 
Polska = 100   2005 7,0 2,3 12,0 
 2012 7,3 2,2 11,9 
 2013 7,3 2,2 11,8 
Bezrobotni zarejestrowani w urzę-
dach pracy (stan w dniu 31 XII):     
W tysiącach   2005 233,4 69,4 281,3 
 2012 157,4 51,8 205,5 
 2013 153,6 51,6 208,3 
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WYSZCZEGÓLNIENIE  Dolnośląskie Opolskie Śląskie 
W wieku do 25 lat w %   2005 19,4 20,5 21,2 
 2012 16,2 18,7 17,4 
 2013 15,0 18,0 16,1 
Stopa bezrobocia rejestrowanego 
w % (stan w dniu 31 XII) 2005 20,6 18,7 15,5 
 2012 13,5 14,4 11,1 
 2013 13,1 14,2 11,3 
Przeciętne miesięczne wynagro-
dzenia brutto:     
W złotych   2005 2329,93 2126,53 2433,95 
 2012 3503,59 3172,23 3629,57 
 2013 3654,57 3281,48 3786,14 
Polska = 100   2005 98,7 90,1 103,1 
 2012 99,2 89,9 102,8 
 2013 99,9 89,7 103,5 
Przeciętny miesięczny dochód 
rozporządzalny na 1 osobę  
w gospodarstwach domowych2  
w zł  2005 777,94 796,30 792,82 
 2012 1367,00 1294,26 1278,87 
 2013 1344,79 1198,79 1318,92 
Przeciętne miesięczne wydatki  
na 1 osobę w gospodarstwach 
domowych2 w zł   2005 705,19 777,61 714,00 
 2012 1138,24 1068,99 1108,15 
 2013 1125,12 1072,97 1118,09 
Wskaźnik zagrożenia ubóstwem 
(na podstawie wyników badania 
budżetów gospodarstw domowych) 
w % osób w gospodarstwach do-
mowych o wydatkach poniżej:     
Minimum egzystencji 3   2005 13,4 8,4 9,9 
 2012 4,6 4,7 4,5 
 2013 5,1 6,1 4,9 
Relatywnej granicy ubóstwa4  2005 19,1 11,6 14,6 
 2012 12,2 9,9 11,3 
 2013 12,1 16,1 11,2 
Ustawowej granicy ubóstwa5  2005 18,7 12,0 14,2 
 2012 5,1 4,8 4,8 
 2013 8,9 11,7 8,3 

                                                           
2 Patrz notka 1 na s. 283. Łącznie z wydatkami na ubezpieczenia na życie. 
3 Minimum egzystencji uznaje się za granicę ubóstwa skrajnego. Za punkt wyjścia 

ustalenia granic ubóstwa skrajnego przyjmuje się poziom minimum egzystencji szacowa-
ny przez Instytut Pracy i Spraw Socjalnych dla jednoosobowego gospodarstwa pracowni-
czego. 

4 Ustalonej na poziomie 50% średnich miesięcznych wydatków ekwiwalentnych go-
spodarstw domowych. 

5 Kwota, która zgodnie z obowiązującą ustawą o pomocy społecznej uprawnia do 
ubiegania się o przyznanie świadczenia pieniężnego z systemu pomocy społecznej. 
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WYSZCZEGÓLNIENIE  Dolnośląskie Opolskie Śląskie 
Przestępstwa stwierdzone przez 
Policję w zakończonych postępo-
waniach przygotowawczych6  
na 10 tys. ludności   2005 427,3 330,0 412,1 
 2012 394,9 295,5 362,7 
 2013 381,5 284,6 349,4 
Mieszkania oddane do użytkowa-
nia na 1000 ludności  2005 2,4 1,1 1,8 
 2012 5,2 1,8 2,1 
 2013 5,7 1,7 2,3 
Zasoby mieszkaniowe7  
(na podstawie bilansów;  
stan w dniu 31 XII):     
Mieszkania na 1000 ludności  2005 349,8 319,0 357,2 
 2012 375,9 343,4 371,1 
 2013 381,6 347,0 374,5 
Przeciętna powierzchni użytkowa 
mieszkania na 1 osobę w m2  2005 23,1 24,4 23,7 
 2012 27,0 27,4 25,8 
 2013 27,5 27,8 26,2 
Uczniowie w szkołach dla dzieci i 
młodzieży w tys.:     
Podstawowych   2005/06 181,3 65,4 287,9 
 2012/13 146,9 49,7 236,5 
 2013/14 147,5 49,0 237,0 
Gimnazjalnych   2005/06 111,5 41,6 180,7 
 2012/13 79,6 28,4 126,5 
 2013/14 76,4 27,0 122,5 
Zasadniczych zawodowych (łącznie 
ze szkołami specjalnymi przysposa-
biającymi do pracy)  2005/06 17,3 7,8 27,1 
 2012/13 14,5 6,3 22,9 
 2013/14 13,4 5,9 21,6 
Liceach ogólnokształcących (łącznie 
z liceami uzupełniającymi)  2005/06 52,5 16,6 81,2 
 2012/13 37,3 11,9 60,2 
 2013/14 35,1 10,9 55,8 
Liceach profilowanych  2005/06 20,9 6,6 24,6 
 2012/13 1,4 0,3 1,1 
 2013/14 0,6 0,1 0,4 
Technikach (łącznie z technikami  
uzupełniającymi) 2005/06 28,7 13,0 67,5 
 2012/13 36,5 14,0 62,6 
 2013/14 36,0 13,9 61,1 
Uczniowie szkół policealnych  
w tys. 2005/06 26,8 7,2 44,4 
 2012/13 23,2 6,8 50,6 
 2013/14 20,8 5,3 40,4 

                                                           
6 Do 2012 r. – łącznie z prokuraturą. 
7 Patrz notka 1 na s. 283. 
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WYSZCZEGÓLNIENIE  Dolnośląskie Opolskie Śląskie 
Studenci szkół wyższych8 w tys.  2005/06 166,4 37,2 197,3 
 2012/13 151,8 32,5 150,4 
 2013/14 138,6 28,6 136,0 
Dzieci w żłobkach, oddziałach 
żłobkowych i klubach dziecięcych 
na 1000 dzieci w wieku do lat 3 
(stan w dniu 31 XII) 2012 66,5 72,1 34,2 
 2013 81,0 86,6 42,4 
Baza noclegowa turystyki 9 w tys.:     
Miejsca noclegowe 
(stan w dniu 31 VII)   2005 45,6 7,5 35,3 

 2012 59,1 7,9 44,2 
 2013 58,4 7,9 44,2 
Korzystający z noclegów   2005 1740,1 189,1 1531,0 
 2012 2186,2 260,5 1852,8 
 2013 2195,3 266,9 1861,1 
Użytki rolne (wg siedziby użytkow-
nika gospodarstwa; stan w czerwcu):     

W tysiącach hektarów   2012 953,3 518,3 377,4 
 2013 922,9 523,1 382,6 
Polska = 100   2012 6,4 3,5 2,5 
 2013 6,3 3,6 2,6 
Lesistość w % (stan w dniu 31 XII) 2005 29,2 26,4 31,7 
 2012 29,6 26,5 31,8 
 2013 29,7 26,6 31,9 
Produkcja sprzedana przemysłu  
(ceny bieżące):     
W miliardach złotych  2005 55,0 17,3 125,6 
 2012 107,7 21,4 200,8 
 2013 106,0 21,2 190,6 
Polska = 100   2005 8,0 2,5 18,3 
 2012 9,1 1,8 17,0 
 2013 9,0 1,8 16,1 
Sprzedaż produkcji budowlano-
montażowej (ceny bieżące;  
wg miejsca wykonywania robót):   

   

W miliardach złotych   2005 6,9 1,8 11,3 
 2012 13,6 2,9 21,2 
 2013 14,8 3,3 18,6 
Polska = 100 2005 8,4 2,2 13,8 
 2012 8,0 1,7 12,4 
 2013 9,3 2,1 11,8 

                                                           
8 Studentów wykazano zgodnie z siedzibą poszczególnych szkół wyższych łącznie z 

filiami, zamiejscowymi podstawowymi jednostkami organizacyjnymi, zamiejscowymi 
ośrodkami dydaktycznymi oraz punktami konsultacyjnymi, bez szkół resortu obrony 
narodowej oraz resortu spraw wewnętrznych. 

9 W latach 2012 i 2013 dotyczy obiektów posiadających 10 i więcej miejsc noclego-
wych. W 2005 r. bez pokoi gościnnych, kwater agroturystycznych oraz hosteli. 
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WYSZCZEGÓLNIENIE  Dolnośląskie Opolskie Śląskie 
Liczba ludności na 1 sklep  
(stan w dniu 31 XII) 2005 105 118 97 
 2012 105 124 110 
 2013 109 121 108 
Wskaźnik cen towarów i usług 
konsumpcyjnych  
(rok poprzedni = 100)  2005 102,2 102,2 101,7 
 2012 103,7 103,7 103,3 
 2013 100,9 100,7 100,8 
Produkt krajowy brutto  
(ceny bieżące):     
W miliardach złotych 2011 134,0 33,5 200,5 
 2012 138,3 34,3 205,0 
Na 1 mieszkańca w tys. zł  2011 46,0 33,0 43,3 
 2012 47,4 33,9 44,4 
Społeczeństwo informacyjne10 
(stan w styczniu):     
Przedsiębiorstwa mające dostęp do 
Internetu w %   2012 95,0 91,8 94,9 
 2013 93,9 95,6 93,7 
Przedsiębiorstwa posiadające własną 
stronę internetową w % 2012 67,6 63,1 73,7 
 2013 64,1 66,1 71,2 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

                                                           
10 Dane dotyczą przedsiębiorstw, w których liczba pracujących przekracza 9 osób. 
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